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Introduction générale :

Il est vrai que la théorie de choix de portefeuille, ou dans une perspective stratégique,
d’allocation d’actifs, constitue un cadre théorique de référence depuis sa formalisation par
Harry Markowitz (1952)%. Toutefois, les hypothéses sur lesquelles elle repose ne sont pas
exemptes de critiques, surtout dans I’état actuel des choses. En effet, la réalité des marchés
financiers, plus connectés et plus volatils que jamais, font que le soubassement de cette théorie
constitue désormais une restriction majeure a une allocation d’actifs, ou a un choix de porte-
feuille, qui répondent aux besoins des investisseurs, et qui restent au diapason de la réalité des
marchés.

Force est de constater que, d’une part, les rendements historiques des actifs financiers ne cons-
tituent aucunement une bonne anticipation de leurs rendements futurs tel que stipulé implicite-
ment par cette approche, et que d’autre part, les risques qui leurs sont sous-jacents sont dans
une dynamique d’évolution perpétuelle. Un écart entre la théorie et le monde réel des praticiens
dés lors se creuse.
En effet, ¢’est bien la stabilité politique et économique et leur cohérence qui constituent la base
de I’¢difice du monde financier. Or, I’environnement politique et économique n’est jamais sta-
tique. C’est pourquoi un suivi des plus rigoureux des conditions de marché actuelles et futures
est indispensable afin de répondre au mieux aux objectifs assignés a une politique d’investisse-
ment donnée, et surtout, pour respecter les contraintes auxquelles elle pourrait étre soumise.
Ce que nous avons par contre observé durant I’histoire récente des marchés financiers, c’est
le recours indument justifié a la loi normale pour modéliser les paramétres de risque et de ren-
dement ainsi que les relations qui régissent les différents actifs et marchés. Cela a eu de par
I’histoire des conséquences désastreuses, dont la dernicre en date, la crise de 2008. Ceci est dii
a la sous-estimation des chocs extrémes en termes, et de magnitude (importance de la variation
des rendements), et de fréquence. Il apparait que la volatilité des actifs financiers n’admet pas
qu’un seul régime. Bien au contraire, elle exhibe ce qu’on appelle un phénomeéne de « Volatility
Clustering » c’est a dire, des zones de concentration de régimes de volatilité. Ceci est dii aux
spécificités des rendements des actifs financiers qui affichent une forte autocorrélation, ce qui
aboutit a des événements extrémes moins rares que prévus dans le cadre de la loi normale. En
effet, dans un tel cadre, la mesure classique de volatilité perd toute sa significativité et une

modélisation beaucoup plus rigoureuse s’impose. Une premicre réponse a cette problématique

! Markowitz H.M. (1952). Portfolio Selection. “The Journal of Finance” March, Vol. 7, pp. 77-91.



a été apportée par Engle (1982)2 avec sa spécification autorégressive de la volatilité, en 1’oc-
currence le modele ARCH (Autoregressive Conditional Heteroskedasticity), puis a été généra-
lisé par Bollerslev (1986)3 en proposant la spécification GARCH (General Autoregressive Con-
ditional Heteroskedasticity). Depuis, nombreux modeles ont été proposés dans la littérature
pour affiner davantage ces modeles, en intégrant certains caractéres propres aux rendements
des actifs financiers, tels que I’asymétrie des réponses de la volatilité par rapport au signe des
rendements observés, ou encore par rapport a la magnitude* desdits rendements. Une premiére
spécification dans ce sens a été proposée par Nelson (1991)° avec son modéle EGARCH (Ex-
ponential GARCH) qui prend en considération les deux effets sus-cités. Parallelement, a partir
des années 1990, un intérét croissant a ces modéles dans le cadre multivarié a été observe, avec
notamment le modéle de Baba Engle Kraft Kroner (BEKK)®, le modéle CCC-GARCH’ (Cons-
tant Conditional Correlation - GARCH) de Bollerslev (1990), ou encore du fameux modéle
DCC-GARCH (Dynamic Conditional Correlation - GARCH) proposé par Engle (2002)8. Tou-
tefois, ces modeles ont I’inconvénient d’imposer le méme modele de volatilité a toutes les séries
a modéliser. Or, la réalité des choses fait que, chaque processus est spécifié par un modéle qui
lui est bien propre, et qui, lui-méme, reste sujet a des recalibrages périodiques, voire méme, a
une invalidation postérieure si les séries financieres I’imposent.

Depuis leur proposition, 1’utilisation de ces modeles a gagné en popularité, notamment dans le
pricing des options dans le cadre du modéle Black et Scholes (1973)°.

En effet, la premiere version de ce modele émet 1’hypothese que la volatilité est constante.
Hypothese forte, et largement désapprouvée par les traders, puisqu’elle aboutit & de mauvais
pricing des produits dérives optionnels.

Ce que nous nous proposons dans le cadre de ce travail, ¢’est de recourir a ces modeles, tout

d’abord, afin de pouvoir appréhender justement les volatilités des différentes classes d’actif qui

2 Engle, Robert F. 1982. “Autoregressive Conditional Heteroskedasticity with Estimates of the Variance of United
Kingdom Inflation.” Econometrica. 50:4, pp. 987-1007.

3 Bollerslev, Tim. 1986. “Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity.” Journal of Econometrics.
April, 31:3, pp. 307-27.

4 Engle, Robert, Takatoshi Ito and Wen-Ling Lin. 1990. “Meteor Showers or Heat Waves? Het eroskedastic Intra-
Daily Volatility in the Foreign Exchange Market.” Econometrica. May, 58:3, pp. 525-42.

5 Nelson, Daniel B. 1991. “Conditional Heteroscedasticity in Asset Returns: A New Approach.” Econometrica.
59:2, pp. 347-70.

®Baba, Y., R.F. Engle, D. Kraft, and K.Kroner [1990], Multivariate simultaneous generalized

ARCH, unpublished manuscript, University of California, San Diego

"Bollerslev, T. (1990), “Modeling the Coherence in Short-Run Nominal Exchange Rates: A Multivariate Genera-
lized ARCH Model,” Review of Economics and Statistics, 72, 498-505.

8 Engle, R.F. (2002a), “Dynamic Conditional Correlation: A Simple Class of Multivariate GARCH Models,” Jour-
nal of Business and Economic Statistics, 20, 339-350.

% F. Black and M Scholes, The pricing of options and corporate liabilities, Journal of Political Economy, 81
(1973), 637-654.



feront 1’objet de cet essai. Et puis, dans un second temps, pour bénéficier de leur pouvoir pré-
dictif, afin d’en profiter dans le cadre de développement des anticipations des marchés dans une
optique en Forward-Looking pour 1’allocation stratégique d’actifs. En outre, ceci devrait
nous permettre de viser un cadre de construction de portefeuilles politiques plus performants et
au diapason de la réalité des marchés. Par ailleurs, nous pensons que cette approche est plus a
méme que le cadre classique -qui repose sur I’hypothése de normalité des rendements- & garder
un monitoring effectif sur les portefeuilles détenus. En effet, 1’objectif ultime de I’allocation
stratégique des actifs est de confronter les objectifs et les contraintes de I’investisseur avec ses
anticipations des conditions de marché a long-terme et d’y apporter les corrections nécessaires
en temps opportun. Or le probléme est le suivant, d’une part le changement, bien que momen-
tané, des conditions de marché peut faire endurer au portefeuille investi des pertes considé-
rables, bien que ces derniéres peuvent, cependant, étre largement résorbées au cours de 1’hori-
zon d’investissement de long-terme. Alors que d’autre part, les contraintes politiques du cadre
d’investissement imposent un certain niveau de perte a ne pas dépasser sur un horizon bien
défini qui est généralement évalué a la fin de la période comptable considérée. C’est ce qui

apparait comme étant une espece de probléme de cohérence intra-temporelle.

De ce fait, et suite a ces constatations, la problématique que nous nous proposons de traiter est
la suivante :

L’introduction d’un cadre dynamique de suivi de risque et d’optimalité de portefeuille
peut-il apporter, sur le plan pratique, une amélioration considérable au processus de 1’allocation

d’actif’ tout en restant dans un cadre stratégique ?

Aux termes de ce travail nous espérons affirmer les 3 hypotheses suivantes :

» HL1: Lerecours aux modeles GARCH apporterait une bonne appréciation de la volatilité réalisée
des classes d’actifs étudiées, ainsi que des mouvements extrémes de leurs rendements. (Perti-

nence des modeles et capacité d’ajustement).

» H2: Les modeles GARCH améliorerait sensiblement les anticipations de volatilité des diffé-
rentes classes d’actifs grace aux pouvoirs prédictifs qui leurs sont attribués. (Capacité prédictive

des modeles).



» H3: La construction d’une matrice des covariances dynamique grace a une spécification univa-
riée des processus, couplée a une mesure supérieure de corrélation, apporterait une amélioration

au cadre de construction de portefeuille classique.

Pour finir, I’apport visé de ce travail consiste dans un premier temps a appréhender cor-
rectement la volatilité afin de suivre le risque effectif auquel est exposé le portefeuille, tout en
s’assurant que la méthodologie adoptée pour estimer les risques de mouvements extrémes soit
appropriée. Puis dans une phase intermédiaire, cette méme méthodologie sera testée afin de
statuer sur son pouvoir prédictif sur des horizons variés, ce qui permettra d’apporter une valeur
ajoutée a I’optique en Forward-Looking adoptée. Enfin, et c’est le but ultime de cette approche,
c’est de pouvoir construire, via la méthodologie adoptée, une matrice de covariances dyna-
mique correctement estimée, ce qui permettrait d’avoir des portefeuilles politiques présentant
des caractéristiques plus fidéles au profil recherché par I’investisseur. Bien d’autres avantages
pourraient étre tirés de cette méthodologie, notamment en ce qui concerne le suivi des perfor-
mances qui adopte une logique bidimensionnelle basée sur le couple risque/rendement. Ce tra-
vail, loin d’étre complet, pourrait par ailleurs ouvrir des portes a des perfectionnements ulté-
rieurs et a des développements d’autres pistes d’amélioration.

Ceci dit, le contenu du présent travail se présente de la maniére suivante :

Un premier chapitre a été consacré a I’introduction du cadre conceptuel de 1’allocation
stratégique d’actifs. Dans cette partie nous avons traité du rdle de I’allocation stratégique d’ac-
tifs dans le processus global d’investissement et de sa relation avec le risque systémique sup-
porté par I’investisseur. Par la suite, nous avons présenté les différents paradigmes qui traitent
de la phase d’optimisation de portefeuille. En dernier lieu, le cas de la banque centrale de Tu-
nisie a été brievement présenté pour pouvoir faire le rapprochement entre les différents aspects

théoriques du sujet et I’application empirique que nous serons amenés a faire plus loin.

Puis, un second chapitre a éte développé pour traiter de 1’aspect probabiliste du risque extréme.
Pour la clarté de 1’exposé, nous avons choisi de faire un focus sur la Value at Risk. Les diffe-
rentes familles de méthodes de son calcul ont été présentées, ainsi que certaines extensions
apportées dans la littérature afin de remédier a certaines carences relevées dans son cadre théo-

rique.



Enfin, dans un troisi¢me chapitre, sur la base d’un échantillon de benchmarks de titres a revenus
fixes libellés en USD, nous avons effectué une étude empirique sur une période qui s’étale de
février 2004 a septembre 2017 en prenant en compte des observations mensuelles. Pour ce faire,
nous avons eu recours a certains modeles dynamiques de volatilité conditionnelle. Nous avons
testé la capacité d’ajustement de chaque modéele en ayant recours au calcul de la Value at Risk.
Par la suite, nous avons introduit le concept de copule. Aux moyens de la copule de Student,
nous avons pu construire une matrice de covariances dynamiques. Chemin faisant, et sur la base
des donnees hors échantillon, nous avons pu effectuer un suivi de la composition dynamique

du portefeuille optimal et de sa cohérence avec le cadre stratégique d’allocation d’actifs.



Chapitre Premier : De

"Allocation Stratégique
d’Actifs



Introduction :

Dans ce chapitre liminaire, nous avons introduit le concept de ’allocation stratégique
d’actifs, en anglais « Strategic asset allocation » et son role dans le processus global d’inves-
tissement, ainsi que son étroite relation avec le risque systémique auquel un investisseur ou une
institution décide d’y étre exposé pour un horizon temporel bien défini. Afin d’éviter toute
équivoque, nous avons présenté bri¢vement 1’allocation tactique d’actifs, par opposition a celle
stratégique, en espérant ainsi avoir dissipé toute confusion possible. Puis, nous avons présenté
les principaux travaux dans la littérature qui ont souligné I’importance du processus de 1’allo-
cation d’actifs. Ensuite, nous avons présenté les principales méthodes d’optimisation de porte-
feuille vu qu’il s’agit d’une phase cruciale dans ledit processus. D’autant que plus loin, nous
avons eu recours a I’une d’elles. Enfin, nous avons abordé le processus d’allocations stratégique
d’actifs dans le cadre de gestion des réserves de change de la banque centrale de Tunisie ainsi
que I’amélioration significative qu’il a pu apporter. Dans cette derniere partie, nous avons es-
sayé de rendre intelligible chaque étape dudit processus en faisant un bref focus sur la partie
qui nous intéresse plus spécifiguement dans le présent travail, a savoir, le développement d’une
vision en forward-looking des conditions de marché et la construction du portefeuille politique.
Notons dés maintenant que, par rapport au cas présenté, le présent travail porte une attention
spécifique sur la volatilité et les risques extrémes étant donnée leur lien intime avec le risque

auquel ’investisseur sera expos¢ durant son horizon d’investissement.
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L"allocation Stratégique d’actifs : Définition et concepts

L’allocation stratégique d’actifs (ASA), de 1’anglais « strategic asset allocation »
est a la fois un processus et un résultat. En effet, il s’agit d’un élément inscrit dans la
cadre de planification de gestion de portefeuille.

Pour définir I’ASA de la fagon la plus compléte et concise possible, il s’agit d’un pro-
cessus qui confronte les objectifs d’un investisseur en termes de rendement, de tolérance
de risque et d’autres contraintes avec sa vision de long-terme des conditions de marche.
Ainsi, Le Sourd (2003)° congoit I’ASA en tant que 1’allocation répartie sur les diffé-
rentes classes d’actifs majeures en accordance avec les objectifs de long-terme de 1’in-
vestisseur. Le résultat, et la finalité de ce processus, est de définir 1I’exposition optimale
aux différentes classes d’actif. Ces derniéres étant prévues dans la politique d’investis-
sement préétablie.

L’ ASA peut donc étre vue comme étant un processus avec des étapes bien articulées qui
débouchent sur une assignation des poids de chaque classe d’actif dans un portefeuille.
Dans ce cas, le processus, ainsi que le résultat, sont appelés allocation stratégique d’ac-
tifs. Ainsi, Sharpe (1992)!! défini I'ASA comme étant le processus qui consiste a ven-

tiler le portefeuille entre les différentes classes d’actifs.

L’allocation stratégique d’actifs est donc le premier élément du processus de gestion de
portefeuille qui se focalise sur la sélection des composantes majeures d’un portefeuille.
C’est donc le point de départ de construction de portefeuille. Ce point est crucial
puisque, tous les choix postérieurs sont tributaires de cette phase. Et ¢’est pourquoi la

plus grande attention doit étre portée sur cette phase de construction.

1. Le role de I'allocation stratégique d’actifs et le risque systémique :

Comme étalé plus haut, I’allocation stratégique d’actifs joue un réle majeur en

alignant le profil de risque de portefeuille avec les objectifs de I’investisseur.

19 Amenc N., Le Sourd V. (2003): Portfolio Theory and Performance Analysis, John Wiley & Sons, Chichester.

1 Sharpe W. (1992): Asset Allocation: Management Style and Performance Measurement. “Journal of Portfolio
Management”, Vol. 18, No. 2.
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Par ailleurs, une pierre angulaire dans la théorie financiére, telle que développée par
Sharp (1964)*2, est que les marchés ne rémunérent que le risque systémique supporté
par un investisseur. En d’autres termes, les risques diversifiables ne sont pas rémunérés.
De ce fait, un investisseur devrait espérer une remunération de long-terme basé seule-
ment sur ce risque. En effet, un tel risque est inhérent a I’activité économique sur la
sphére réelle (cycle économique, inflation...). Chemin faisant, une classe d’actif relati-
vement homogeéne devrait refléter une exposition donnée a ces facteurs de risque systé-
mique. Dés lors, le role économique de 1’allocation stratégique est d’exprimer le degré
d’exposition qu’un investisseur souhaiterait avoir sur certains facteurs de risque syste-
mique. L’ implémentation de I’ASA est donc une approche « disciplinée » qui permet la

spécification et le controle des différentes expositions a ces facteurs de risque.

2. L'allocation stratégique versus |'allocation tactique d’actif :

Nous disions plus haut que I’ASA définie I’exposition de long-terme souhaitée d’un
investisseur aux différents facteurs de risque systémique. C’est donc une optique de
long-terme qu’il faut adopter lors de la considération du role de I’ASA. Par ailleurs,
Idzorek (2006)3, en autres, avance que, I’ASA pourrait étre revue périodiquement et
peut-étre révisée a la lumiére des opportunités présentes sur le marché, ou encore si les
fourchettes fixées en termes de composition, de risque, ou de rendement viennent a
s’écarter des objectifs préalablement assignés. Toutefois, il arrive que la performance
relative des classes d’actif considérées dans I’ ASA puisse varier a court-terme. Pour en
profiter, et sans pour autant réviser le cadre stratégique, un investisseur pourrait envisa-
ger des ajustements de courtes périodes par rapport au cadre défini par I’ASA. Ceci est
tout a fait orthodoxe du point de vue de 1’usage, et tout a fait légitime du point de vue
d’un investisseur rationnel visant 4 maximiser son utilité. Néanmoins, ce n’est aucune-
ment le réle de I’ASA. En effet, c’est le role de 1’allocation tactique d’actif(ATA). Ces
ajustements peuvent étre, seulement occasionnels ou encore ad hoc, ou fréquent basés
sur des modeles d’évaluation et de prévision. En pratique, I’ATA se réfere a la discipline
d’investissement basée sur des ajustements de court-terme des proportions assignées

aux différentes classes d’actif par I’ASA. En adoptant une ATA, et en prenant comme

12 Sharpe, William F., et al. [1964]. "Capital Asset Prices: A Theory Of Market Equilibrium Under Conditions
Of Risk," Journal of Finance 19 (3): 425-442.
13 Tdzorek T. (2006): Developing Robust Asset Allocations. Working paper. “Ibbotson Research Paper” 18 April.
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point de repére le portefeuille investi passivement dans des indices qui reflétent les ca-
ractéristiques des classes d’actif choisies, un investisseur espére tirer un profit net (des
dépenses) des déviations par rapport au portefeuille benchmark de I’ASA, appelé aussi
le portefeuille politique (politique d’investissement).

L’allocation tactique d’actif est donc une stratégie active d’investissement qui est basée
sur le sentiment de marché, et certains facteurs techniques dans une optique de court a
moyen-terme ; contrairement a I’ASA qui, adopte une optique de Forward-Looking en

prenant comme inputs les rendements, les volatilités et les corrélations.

I. 3. Importance de I'allocation stratégique d’actifs, revue de Ia littérature :

Vue I’importance accordée a 1’allocation stratégique d’actifs, des études empiriques
ont été effectuées afin de donner une idée quantifiée sur la capacité explicative de ce
processus. Brinson et al (1986)**, ont conduit une recherche sur I’importance de 1’allo-
cation d’actifs en I’interprétant comme la fraction de la variation des rendements durant
le temps attribuable a cette derniere. Ils ont conclu que I’allocation d’actifs expliquerait
en moyenne 93,6% de la variation des rendements dans le temps pour 91 plans de pen-
sion US pour la période entre 1974 et 1983. Cette moyenne décrit un intervalle s’étalant
de 75,5% a 98,6%. La proportion résiduelle serait attribuable, toujours selon les mémes
auteurs, au timing et & la sélection des titres. Singer et Beebower (1991)* ont mis & jour
la moyenne de cette capacité explicative, en se basant sur un échantillon allant de 1977
21987 a 91,5%.

Blake et al (1999)* ont conduit cette étude sur plus de 300 plans de pension UK pour
la période s’étalant de 1986 a 1994 et ont conclu que I’allocation d’actifs est responsable
de prés de 99,5% de la variation du rendement global. Ibbotson et Kaplan (2000)*’, en
utilisant des données de 1988 a 1998 relatives a 94 fonds mutuels US, ont trouvé que
les différences dans les allocations d’actif entre ces fonds expliqueraient 40% des diffé-
rences entre leurs rendements respectifs. Ceci prouverait, qu’en pratique, les investis-

seurs se différencient de leurs pairs via 1’allocation d’actifs. Par contraste, Kritzman et

14 Brinson, Gary P., L. Randolph Hood, and Gilbert L. Beebower, “Determinants of Portfolio Performance,”
Financial Analysts Journal, July-August 1986, pp. 39-44.

15 Brinson, Gary P., Brian D. Singer, and Gilbert L. Beebower, 1991. Determinants of Portfolio Performance II:
An Update. Financial Analysts Journal 47(3):40-8.

16 Blake, D., Lehmann, B., Timmerman, A. (1999), Asset Allocation Dynamics and Pension Fund Performance,
Journal of Business, Vol. 72, pp. 429-61.

17 Ibbotson, Roger G., Paul D. Kaplan. 2000. “Does Asset Allocation Policy Explain 40, 90, or 100 Percent of
Performance ?”” Financial Analysts Journal, vol. 56, no. 1 (January/February):26-33
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Page (2003)8 en se posant la question de savoir, si les investisseurs sont compétents,
devraient-ils privilégier une focalisation sur 1’allocation d’actifs ou la sélection des
titres ? Ils ont trouvé qu’une focalisation sur la sélection active des titres déboucherait
potentiellement sur une plus grande dispersion de la richesse finale. Ceci est moins ex-
primé en variant I’allocation d’actifs. Ils ont conclu alors que les investisseurs compé-
tents ont le potentiel de gagner un rendement incrémental supérieur via la sélection des
titres qu’a travers 1’allocation d’actifs. Toutefois, ce potentiel de rendement supérieur
est naturellement accompagné par un niveau de risque plus élevé, ce qui met I’accent
sur la nécessité de considérer I’aversion au risque de I’investisseur en plus de ses com-
pétences de sélection. 1l est donc a noter que, selon Sharpe (1991)%°, agrégés, la somme
des investisseurs fait le marché, et puisque les colts de transactions (inhérents a un style
de gestion actif) ne se compensent pas entre ces derniers, en moyenne, et apres déduc-
tion des cofits, le rendement d’une stratégie de gestion active devrait é&tre moindre que

celui d’une gestion passive.

Méthodes d’optimisation principales et construction de porte-
feuille :

Une phase cruciale dans le processus de I’ASA est la conversion des différents
inputs en une recommandation d’allocation. En d’autres termes, en une composition
spécifique de portefeuille. Une spécificité des investisseurs institutionnels est que cette
phase repose sur des concepts quantitatifs, en I’occurrence, les dernieres avancées dans
la théorie moderne de portefeuille. Certes, le jugement des praticiens reste prépondérant
dans cette optique, mais le soubassement de 1I’approche reste procédural et bien métho-

dique.

18 Kritzman Mark and Sébastien Page. “The Hierarchy of Investment Choice,” Journal of Portfolio Management,
Vol.29, Iss.4 Summer 2003, 11-23.

¥ William F. Sharpe, The Arithmetic of Active Management, Financial Analysts Journal, January/February 1991,
Vol. 47, No. 1: 7-9.
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1. L'optimisation Moyenne-Variance :

Développée par Markowitz (1952, 1959)%°, cette méthode maximise le rende-
ment espéré pour un niveau de risque donné, ou inversement minimise le niveau de
risque, pour un rendement espéré donné. Chemin faisant, une frontiere dite efficiente
est construite, sur laquelle, résident tous les portefeuilles optimaux, ainsi que le porte-
feuille optimal a risque minimal. L hypothése la plus importante dans ce cadre classique
d’optimisation moyenne-variance est que le processus des rendements doit suivre une
loi normale. En effet, c’est loin d’étre le cas en réalité. Par ailleurs, en ignorant les mo-
ments supérieurs de la loi de génération des rendements aléatoires, en 1’occurrence, la
Skewness et la Kurtosis, cette démarche peut déboucher sur des compositions de porte-
feuilles plus risqués.?* En outre, selon Best et Grauer (1991)%?, cette approche s’avére
trés sensible a 1I’estimation des inputs, a savoir, les rendements, les volatilités ainsi que
les corrélations. Ceci, toujours selon ces auteurs, aboutit a des portefeuilles concentrés
sur un nombre restreint de classes d’actifs. Mais le plus important est que certaines
classes d’actifs, des plus importantes des fois, sont quasiment exclues. Ceci va a 1’en-
contre du concept de diversification, pierre angulaire de la finance moderne. De plus,
les investisseurs sont généralement dans une optique multi-périodique, alors que le
cadre classique de moyenne-variance reste dans un cadre mono-périodique. Ceci veut
dire qu’un portefeuille optimal pour une période peut devenir sous-optimal pour la pé-
riode suivante. Enfin, I’hypothése de normalité des rendements fait que cette approche
ne capture pas correctement le risque, aussi bien de fagon absolue (une classe d’actif
donnée par exemple), que relative puisque, comme nous 1’étalerons plus loin, deux actif

ayant la méme volatilité peuvent avoir des risques différents.

20 Markowitz H.M. (1952). Portfolio Selection. “The Journal of Finance” March, Vol. 7, pp. 77-91.
Markowitz H.M. (1959): Portfolio Selection: Efficient Diversification of Investments. Wiley, NewY ork.

21 Nous nous intéresserons de plus prés & cette question dans les chapitres suivants.

22 Best MLJ ., Grauer R.R. (1991): On the Sensitivity of Mean-Variance-Efficient Portfolios to Changes in Asset
Means: Some Analytical and Computational Results. “The Review of Financial Studies” January, Vol. 4, No. 2,

pp. 315-342.
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Il. 2. L'optimisation Moyenne-Variance rééchantillonnée :

Cette approche d’optimisation a été développée par Michaud (1998). Elle con-
siste a générer des frontieres efficientes via la simulation Monte Carlo. Elle est basée
sur la simulation en utilisant le cadre classique moyenne-variance en ayant recours aux
données des rendements historiques. Ainsi, elle combine les moyennes, variances et co-
variances historiques aux prévisions de marché afin de représenter les attentes de 1’in-
vestisseur. A chaque pas de simulation, les portefeuilles optimaux sont choisis pour un
niveau de risque donné, ou encore pour un niveau de rendement donné. Une moyenne
des pondérations de ces portefeuilles optimaux est calculée. Au final, une frontiere ef-
ficiente rééchantillonnée est obtenue. Pour chaque niveau de rendement, le portefeuille
le plus efficient est le centre (moyenne) de la distribution des tirages obtenus de la si-
mulation. Une telle frontiere tend a étre plus diversifiée et plus stable dans le temps.
Cette approche présente 2 avantages considerables par rapport au cadre classique de
I’optimisation moyenne-variance. Tout d’abord, suite a I’utilisation d’un processus cen-
tré en moyenne, la frontiére efficiente obtenue est plus stable. En effet, de petits chan-
gements dans les inputs ne provoquent que de changements mineurs de la frontiere ef-
ficiente. Ceci résulte naturellement sur des portefeuilles plus stables. En recourant a
cette technique, un gestionnaire de portefeuille est a méme de juger sur 1’opportunité
effective de faire un rééquilibrage de portefeuille. En effet, la plupart, si ce n’est toutes
les classes d’actifs, sont représentées dans la frontiere efficiente obtenue grace a cette
technique.

Toutefois, cette approche n’est pas exempte de critiques, telles que formulées par Sche-
rer (2002)*. Cette technique présente 1’inconvénient de manquer d’un soubassement
théorique solide. En effet, il n’existe aucune base théorique qui supporterait le fait qu'un
portefeuille optimal ainsi construit présenterait une performance supérieure a un porte-
feuille construit suivant 1’approche moyenne-variance classique. Par ailleurs, la perti-
nence des fréquences de rendements historiques par rapport aux valeurs observées sur

le marché et aux valeurs d’équilibre est aussi questionnable.

23 Michaud R.O. (1998): Efficient Asset Management. Harvard Business School Press, Boston.

24 Scherer, B. (2002) Portfolio Resampling: Review and Critique, Financial Analists Journal, Vol. 58, No. 6, pp.

98-109
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II. 3. Le modele d’optimisation de Black-Litterman :

Ce modéle a été développé par Black et Litterman (1992)% pour remédier au probléme de
I’erreur d’estimation, en I’occurrence, celle des rendements. Deux versions de ce modéle exis-

tent. La version contrainte et la version non contrainte.

e Le modéle Black-Litterman non contraint : En se basant sur les pondérations des classes
d’actifs d’un benchmark donné (le portefeuille du marché selon les auteurs) en tant que
point de départ neutre, les pondérations sont ajustées afin de refléter le point de vue de
I’investisseur sur les rendements espérés. Ceci est effectué en se basant sur des tech-
niques bayésiennes qui prennent en compte la vision de I’investisseur. Cette approche
est appelée non contrainte du fait qu’elle permette aux pondérations des classes d’actifs

d’étre négatives.

e Le modéle Black-Litterman contraint : Par contraste au premier, ce modele impose la
contrainte de positivité sur les pondérations des classes d’actifs. Pour ce faire, la méme
démarche que le modéle non contraint est suivie. Toutefois, aprés avoir déterminé les
rendements d’équilibre basés sur le MEDAF?® (la distribution a priori), les anticipations
—subjectives— de I’investisseur sont intégrées pour produire une estimation des rende-
ments espérés (distribution a posteriori). Ces rendements anticipés ajustés sont alors
utilisés dans une optimisation moyenne-variance avec une contrainte sur les positions a

découvert.

Cette démarche fournit généralement des pondérations Iégerement différentes de ceux du ben-
chmark afin de refléter les anticipations de I’investisseur quant aux rendements espérés.
L’avantage de ce modele est qu’il résulte sur des allocations bien diversifiées, tout en incorpo-
rant le point de vue prévisionnel de I’investisseur, ainsi que le degré de confiance dans ledit
point de vue.

En créant des portefeuilles beaucoup plus stables, ce modéle pallie au probléme de la sensibilité

des pondérations des portefeuilles par rapport aux rendements espérés, évitant ainsi des colts

25 Black F., Litterman R. (1992): Global Portfolio Optimization. “Financial Analysts Journal” September/October,
Vol. 48, No. 5, pp. 28-43.

26 Sharpe, William F. (1964). Capital asset prices: A theory of market equilibrium under conditions of risk, Journal
of Finance, 19 (3), 425-442
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de transaction conséquents inhérent au rééquilibrage des postions. En effet, ce probléme est une

insuffisance majeure du cadre classique de 1’optimisation moyenne-variance.

Tableau récapitulatif des méthodes d’optimisation de portefeuille

Portefeuille efficient Diversification Limites
Un point unique sur la fron- | Faible avec des | Tréssensible aux inputs, mono-
tiere efficiente reflétant le | portefeuilles trés | périodique, basée sur 1’infor-
MYV | niveau de risque accepté. concentrés. mation historique, mauvaise es-
timation du risque.
Un portefeuille sur la fron- | Basée  sur  la | Sans fondement théorique, ba-
tiére rééchantillonnée. moyenne de la si- | sée sur la fréquence historique
MVR mulation. des rendements ce qui sous-es-
time le risque.
Un portefeuille se situant | Intuitive avec une
sur une frontiére depuis un | diversification sa- | Basée sur la théorie du ME-
BL | mix entre les rendements | tisfaisante (celle | DAF, subjectivité de I’investis-
d’équilibre de marché et la | du marché). seur peut sous-estimer le
vision de I’investisseur. risque.

Nous avons vu que ces principales méthodes d’optimisation se focalisent entiérement
sur le vecteur des rendements espérés. Or, tel qu’indiqué par Liitterman et Winkelmann
(1998)?7, cette approche n’est pas des meilleures, puisque les covariances historiques admettent
¢galement des erreurs d’estimation, ainsi que des événements propres a la période a partir de
laquelle I’échantillon est choisi. Dans cette étude ils ont proposé différentes pistes pour estimer
la matrice des covariances des rendements.

Plus concrétement, Qian et Gorman (2001)? ont proposé une extension du modéle Black-Lit-
terman qui permettrait a I’investisseur d’exprimer son point de vue sur les volatilités des classes
d’actifs, ainsi que les relations (corrélations) qui les régissent. Ainsi, ils ont pu dériver une
estimation conditionnelle de la matrice des covariances des rendements. Ils ont enfin affirmé
que la matrice des covariances conditionnelle, ainsi construite, stabiliserait davantage les résul-

tats de la méthode moyenne-variance.

27 Litterman, R. and Winkelmann, K. (1998). “Estimating Covariance Matrices.” Risk Management Series, Gold-
man Sachs & Company, January.

28 Qian, Edward and Gorman, Stephen (2001). “Conditional Distribution in Portfolio Theory”, Financial Analysts
Journal, September, 2001.
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IIl.  Processus de I'allocation stratégique d’actifs dans le cadre de Ia
gestion des réserves de la banque centrale de Tunisie (B.C.T.) :

Figure 1: Processus de I'allocation stratégique d'actifs

Définir  l'objectif  de Identifier les classes

risque et de rendement d’actifs éligibles et Elaborer et décider de
ainsi que I'horizon formuler les prévisions l'allocation d’actif
d'investissement des conditions de marche

Articuler les objectifs et Mettre en place IASA

identifier les engagements

AT et evaluer les résultats
de I'établissement

lll. 1. Identification des engagements de |'établissement :

Dans cette premicre étape les engagements de I'institution doivent étre formulés. La
mission des réserves étant généralement de faire face aux engagements économique d’un pays
et du service de sa dette extérieure, 1’élément contractuel fait défaut contrairement aux banques
commerciales ou aux fonds de pension. C’est pourquoi la réponse a cette problématique doit
naturellement étre abordée d’une fagon différente.

Deux risques majeurs sont a considérer dans cette phase, en I’occurrence, le risque de change
et le risque de liquidite.

[11.1.1. Le risque de liquidité :

La liquidité pour les réserves de change est un élément crucial. En effet, bien qu’elles
puissent étre détenues pour des motifs différents en termes de priorité selon le pays, elles ont la
mission majeure de faire face aux différents engagements libellés en monnaies étrangéres, que
cela soit selon un échéancier connu ou inconnu.

Pour gérer ce risque, une des stratégies consiste a créer des sous-portefeuilles ajustés selon la
composition en devise ainsi que la stratégie d’investissement. Cette segmentation est basée sur
des facteurs tels que :

e [’¢évolution des paramétres de la balance commerciale.

e L’échéancier de service de la dette extérieure.

e Les contraintes opérationnelles et institutionnelles.

e Les horizons d’investissement. ..
Les réserves sont généralement scindées en 2, voire, 3 sous-portefeuilles, afin de répondre au

mieux aux contraintes de liquidité, sans pour autant omettre 1’objectif de préservation de valeur
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au fil du temps (un objectif de rendement en termes nominal ou réel). Naturellement, la relation
entre la liquidité et le rendement est inverse, ainsi, la plus haute précaution doit étre observée

afin de concilier les 2 objectifs sans en compromettre 1’un aux dépens de 1’autre.

[11.1.2. Segmentation des avoirs en devises par horizon d’investissement de la B.C.T. :

La segmentation ou « Tranching », est le fait de répartir les avoirs en devises de maniere
optimale dans le respect des principes généraux de gestion des réserves, a savoir, obtenir le
meilleur rendement possible, sous la contrainte de la liquidité des fonds.

Conformément a la Politique d'investissement les avoirs en devises sont segmentés en trois

tranches : le Fonds de roulement, la tranche de liquidité et la tranche d'investissement.

» Le Fonds de roulement est destiné a répondre aux dépenses au cours du mois. Il fait I’objet
d'un rééquilibrage mensuel au début de chaque mois en vue de ramener sa taille a I’intérieur
de la fourchette objectif.

Ainsi, et au cours du mois, la taille de cette tranche peut varier en dehors de la fourchette-
objectif. Il est méme tolérable que I’enveloppe assignée au FR soit consommée sur le mois

au fur et a mesure des dépenses en devises.

» La Tranche de liquidité est destinée a faire face aux besoins de liquidité au titre d'une
année, y compris le service de la dette publique extérieure.
De ce fait, elle est renflouée, en régle générale, au début de chaque année en fonction de
I’allocation stratégique des actifs, afin de ramener sa taille a I’intérieur de la fourchette-
objectif. Par la suite, sa taille devrait graduellement diminuer, voire, étre entiérement con-

sommée dans le cas extréme.

» La Tranche d’investissement est constituée par le reliquat des réserves apres déduction du
Fonds de roulement et de la tranche de liquidité et est en général destinée renflouer cette
derniére au début de chaque année en fonction des besoins en liquidités.

Les coupons de la tranche d'investissement sont prélevés, par anticipation, a partir de la
tranche de liquidité sur une base semestrielle. A I'encaissement, ils sont automatiquement

transférés a la Tranche de liquidité.

[11.1.3. Le risque de change :

Que le mode de gestion des fonds adopte une stratégie passive ou active, tant que les

investissements sont libellés en monnaies étrangeres, I’investisseur subit un risque de change
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d’une fagon permanente. La volatilité de la valeur des actifs investis a I’international en mon-
naie locale est due (principalement) a la fluctuation de la parité devise/monnaie locale. Ce
risque augmente d’une facon non linéaire si un investisseur omet de considérer le risque de-
vise/devise tout en tenant une exposition multidevise non couverte.
Dans le cadre de gestion des réserves, le risque de change est considéré en prenant en compte
les parametres suivants :

e La monnaie d’intervention sur le marché de change.

e Lacomposition en devise des engagements bilanciels.

e Leremboursement de la dette publique a court-terme.

e Lacomposition en devise des imports...
Pour se prémunir contre les mouvements adverses des taux de change, I’investisseur devrait
diversifier son exposition aux différentes devises principales, en I’occurrence, le USD, le EUR,
le GBP et le JPY, tout en prenant en considération les caractéristiques de ses flux entrant et
sortant pour chaque devise. Ainsi, grace a un certain matching des cashflows, le risque de
change devise/devise est ramené a son minimum raisonnable. En effet, une dépréciation de
I’'une d’elles tend a étre associée a une appréciation des autres. De ce fait, un tel portefeuille

multidevise est donc plus immunisé contre le risque de change.
[11.1.4. Segmentation des avoir par devises

Les répartitions des tranches par devise de la B.C.T. sont déduites de la répartition globale

tenant compte des éléments suivants :

» Le Fonds de roulement étant essentiellement destiné a couvrir les besoins regle-
ment émanant des banques, sa composition doit répliquer celle de la balance géné-

rale des dépenses.

» La Tranche de liquidité est un portefeuille tampon qui sert a financer le Fonds de
roulement, ce qui signifie que ces deux tranches doivent avoir la méme composition

par devise.
» La Tranche d'investissement, quant a elle, sa répartition par devise est la résul-

tante de la composition globale par devise apres déduction de celles du Fonds de

roulement et de la Tranche de liquidité.
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Cette démarche structurée et trés méthodique de gestion a permis, entre autres, d’avoir
une vision plus claire quant aux opportunités d’allocation, aussi bien en termes de maturités de
placement, qu’en termes d’instruments d’investissement, désormais @ méme d’étre intégrés
dans I’univers des classes d’actifs éligibles.

En effet, des gains significatifs ont été enregistrés grace au nouveau cadre de gestion des ré-
serves?®. Par ailleurs, la segmentation des avoirs a permis de répartir les réserves en tranches et
de dégager une part importante destinée a étre investie dans le portefeuille titres a plus d’un an,
dont la part a atteint en moyenne depuis 2012 prés de 60% contre un niveau maximum observé
de 20% selon I’ancien cadre.

En outre, I’amélioration du rendement des réserves est également imputable a 1’élargissement
considérable de la liste des émetteurs ¢€ligibles, a travers I’introduction des émissions des
agences gouvernementales et supranationales qui offrent des pick-up de rendement significa-
tifs. Il est a noter que cet ¢élargissement n’aurait pas été possible sans une ingénierie adéquate.
Une vision désormais claire permet d’apprécier correctement la capacité des différents porte-
feuilles a faire face aux pressions multiples en termes de liquidité que les réserves subissent
depuis 2011.

[ll. 2. Définition des objectifs de risque et de rendement ainsi que I’horizon de place-
ment :

Dans la seconde étape il est primordial de différencier entre la capacité de sup-
porter un risque et la volonté d’y étre exposé. La premicre étant sujette a des facteurs
macroéconomiques, la seconde se rapporte plutét a I’organe de décision.

La capacité devrait étre évaluée selon des critéres objectifs tels que :
e Le niveau de risque approprié qui permettrait d’atteindre les objectifs de long-terme,
e L’adéquation des réserves et de leur niveau,

e Les contraintes d’ordre opérationnel, notamment, les compétences effectives du capital

humain.

La volont¢ étant plutot d’ordre plus ou moins subjectif est régie par :
e Des biais cognitifs tels qu’énuméré par le paradigme comportemental de la finance,
e [amauvaise compréhension due a un illettrisme en matiere d’investissement. ..

e Une aversion excessive au risque ce qui aboutit a d’important colits d’opportunité...

29 Pour d’amples informations sur ce sujet, cf. les rapports annuels de la banque centrale.
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3 familles de mesures de risque sont généralement admises dans les titres a revenus fixes :

Déterministes Probabilistes Subjectives
-La duration de Macaulay ; -La « Shortfall Probability » ; -La théorie de 'utilité ;
-La duration modifiée ; -La « Value at Risk » (VaR) ; -La théorie de la domi-
-La duration effective ; -La « Value at Risk condition- nance stochastique (ex-
-La « Key rate duration » ; nelle » (CVaR ou encore « Ex- | tension de la premiére).
-La convexité ; pected Shortfall ») ;
-LaPVO01; -La « Tracking Error ».
-La « Spread Duration » ;
-La Key rate Spread Duration

[11.2.1. Relation entre la VaR et la théorie d’utilité :

Le risque est un concept multidimensionnel qui fait intervenir la probabilité cumulative, ce
qui permet de capter I’information contenue dans les moments d’ordre supérieur a 2. En effet,
ce paradigme a permis de développer des mesures de risque plus adéquates et plus satisfaisantes
que I’écart-type. Rappelons que la variance, et corrélativement, 1’écart-type qui est sa racine
carrée, n’est pas le risque, mais plutot un proxy parmi tant d’autres qui essaient de nous donner
une appréciation du phénomene du risque. La VaR, par contre, fait appel a la probabilité cumu-
lative, et fait donc partie, des mesures qui vont au-dela de la simple approximation de dispersion
autour de la moyenne, appelées des mesures de « Downside risk ». Ces dites mesures prennent
en compte les moments supérieurs d’une distribution de probabilité donnée, qui sont autant de

dimensions additionnelles de risque ayant un riche contenu informationnel.

En effet, nous pouvons rendre compte de ce phénomeéne en recourant au développement limité,
autrement dit, aux seéries de Taylor. Posons une fonction d’utilité¢ de rendement de portefeuille
noté U(Rp).

Q

du aUdR+162UdR2+1a3UdR3+ _ila"Uan
oR, P 210%2R, P 3l03%R, 7 - Linlo"R, 7P

n=1
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Cette fonction peut-étre reformulée en tenant compte de R,, ainsi :

. w— 10w _
U(R) = UR)+ ) s (R =)

n=1

En faisant intervenir I’opérateur espérance, cette expression devient :

E(U(R,)) ~ UE) + 50 E ((Ry-B)) +5:07E ((R-Ry))’

1 0™"U —

U””E ((R, Rp) + Z arr, (Ro = ,—Ry)"

Nous remarquons des lors que les 4 premiers termes ne sont autres que les 4 premiers moments
d’une fonction de probabilité donnée, a savoir, 1’espérance, la variance, la Skewness et la Kur-
tosis. Le terme résiduel, quant a lui, exprime la somme des moments supérieurs jusqu’a I’ infini.
L’espérance de 1'utilité fait donc intervenir les différentes dimensions de risque mentionnées.
Ceci nous permet de faire un premier rapprochement entre le concept de la VaR et la théorie de
I’utilité.

Par ailleurs, soit la richesse initiale d’un investisseur notée w, et X un terme aléatoire représen-

tant un accroissement de richesse. Une fonction d’utilité relative a ces parameétres peut s’écrire
ainsi : U = U(w + X). Le payoff est donc # = % . Nous pouvons exprimer cette fonction d’uti-

lité de la maniére suivante : U = U(rw + w).

Sinous posons u = E(w + rw), et en recourant a un développement de Taylor, nous obtenons :

U2 <
E(U) =~ U(n) +#az +Z ‘lilu
i=3

. ;. dlu
Avec, u; le i®  moment central et U* = —

it

Tous les moments supérieurs a 1 sont en fait autant de dimensions supplémentaires de risque.

Il est généralement admis que les dérivées impaires d’une fonction d’utilité concave sont posi-
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tives, et celles paires sont négatives. Un investisseur averse au risque préférera donc une asy-
métrie > 0 a une asymétrie < 0. Il évitera par ailleurs une distribution a leptokurtisme positif,

d’ou sa tendance a vouloir le minimiser.

C’est donc dans ce sens que la VaR se présente comme une mesure de risque plus affine que
les mesures classiques, puisqu’elle capte les moments supérieurs a 2 de la distribution des ren-
dements. En effet, la VaR peut méme étre considérée comme supérieure a une fonction d’utilité
quadratique (les plus utilisées) qui est supposée rendre compte d’une maniére plus compléte du
gott de I’investisseur par rapport au risque. Ceci est di au fait que les fonctions d’utilité, en
I’occurrence, quadratiques, ne prennent pas en considération ces moments supérieurs a 2 dont

il a été démontré plus haut I'utilité que dégage un investisseur a les considérer.

Nous pouvons donner un exemple trés simple de cette limite. Supposons que 2 actifs X; et Xz
ayant des rendements respectifs, R1 et Rz, égaux, et des écart-types o1 et o2, tels que, 1< c2.
Un investisseur averse au risque optera naturellement pour investir dans 1’actif X1. Or, la prise
en compte du 3°™ moment -la Skewness- noté S; pour Xi et S, pour Xz, aurait pu changer la
donne. En effet, si S1 < Sy, I’investisseur, du fait de la prise de conscience de cette asymétrie
omise au départ aurait pu changer de décision d’investissement. Ce raisonnement est valable
pour les moments d’ordre supérieur. La VaR par contre, a justement un recours expres a ces
moments, du fait que cette information se trouve dans la probabilité cumulative de la distribu-
tion des rendements considérés, en d’autres termes, le quantile plus ou moins justement calculé.
Des lors, un investisseur a une image plus compléte du risque qu’il est capable, ou qu’il est prét
a courir.

Force est donc de constater que, pour avoir une image plus affine lors des processus d’investis-
sement, il faudrait trouver le moyen de prendre en compte, et les moments d’ordre supérieur, et
I’aversion au risque d’un investisseur donné, d’une fagon synthétique et cohérente. Une piste
reste toutefois a explorer, celle des fonctions d’utilité non quadratiques qui vont au-dela des 2

premiers moments d’une distribution de probabilité donnée.
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[1l. 3. Sélection des classes d’actifs et formulation des anticipations du marché :

La troisiéme étape consiste a choisir les classes d’actifs éligibles. En matiere d’alloca-
tion stratégique, cette phase permet de garder un contréle effectif sur le profil de risque du
portefeuille ainsi que de bénéficier des avantages effectifs de diversification. De ce fait, ce
choix reste tributaire, et du profil de I’investisseur, et de sa stratégie d’investissement. Un fonds
de pension de retraite n’a pas les mémes contraintes de liquidité qu’une banque de détail ou
qu’une compagnie d’assurance.

Toutefois, certains principes doivent étre respectés lors d’une définition cohérente des classes

d’actif, dont :

e Les actifs d’une classe d’actif donnée doivent étre homogenes, une exposition sur les produits im-
mobiliers ne doit pas faire part d’une classe d’actif qui englobe des produits de crédit classique,
méme de maturité équivalente.

e Les classes d’actifs doivent étre mutuellement exclusives. Une classe d’actifs qui donne une expo-
sition sur le segment 1-3 ans sur la courbe des taux, ne doit pas étre considérée avec une autre classe
avec une exposition 0-5 ans. La premiére étant englobée dans la seconde.

e Les classes d’actifs doivent étre 8 méme pour faire bénéficier des avantages de diversification, les
corrélations entre les classes d’actifs doivent donc étre analysées. Pour répondre a cette probléma-
tique d’une maniére plus affine, Kritzman (1999)® a proposé un critére plus affiné pour juger de la
qualité de diversification dans le choix des classes d’actifs.

o Chaque classe d’actifs doit étre capable d’absorber une part substantielle du portefeuille de I’inves-

tisseur sans en compromettre la liquidité.

Pour I"univers des classes d’actifs a revenus fixes, des considérations macroéconomiques sont
a prendre en compte. En effet, cet univers peut étre séparé en secteurs, dont les titres similaires
ou homogeénes sont regroupés dans des ensembles cohérents. Nous pouvons par exemple con-
sidérer une classification par nature de sous-jacent en regroupant les émetteurs Corporate, sou-
verains, supranationaux, Mortgage-backed securities (MBS)... ou encore par maturité, afin de
choisir le compartiment de la courbe des taux auquel I’investisseur voudrait étre exposé (0-1 an
ou plutdt 7-10 ans), ou encore par niveau de risque, par référence aux notes attribuées par les
agences internationales de rating (Invsetment ou speculative grade). En pratique, un mix de ces
critéres de différentiation est souvent utilisé pour définir les différents risques auxquels I’'inves-

tisseur accepte de s’exposer (risque de marche, risque de crédit, risque de liquidite).

30 Kritzman, M. (1999), ‘Toward Defining an Asset Class’, The Journal of Portfolio Management 2(1), pp. 79—
82.
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Une des phases les plus cruciales aussi bien sur le plan conceptuel que sur le plan opérationnel
est I’anticipation des conditions de marché. En effet, c’est un input essentiel et déterminant
quant a la décision de I’allocation stratégique. Cette phase nécessite des compétences aussi bien

sur le plan économique et financier que quantitatif, intimement liées en pareille matiére.

En outre, cette étape englobe les éléments suivant :

o Spécifier les informations déterminant a anticiper, ainsi que 1’horizon temporel afférent.

e Collecter I’information historique fiable et pertinente et spécifier les méthodes et modéles a utiliser
pour développer les anticipations.

e Interpréter I’environnement d’investissement actuel via I’information collectée et les méthodes ap-
pliguées.

e Formuler et documenter les anticipations, ainsi que les conclusions décisives.

e Effectuer un suivi et un contréle permanent de 1’état actuel des choses, afin de déterminer les écarts

d’anticipation et d’y apporter les corrections nécessaires.

Cette démarche devrait in fine se traduire en une vision en Forward-Looking exprimée en
termes d’anticipations sur les rendements, les volatilités ainsi que les corrélations des diffé-

rentes classes d’actifs considérées.

[11.3.1. La solution Workbench et les anticipations en Forward-looking des marchés :

Durant cette phase, la banque centrale de Tunisie développe une vision prospective sui-
vant une démarche quantitative au moyen d’un dispositif a la pointe, en 1’occurrence, la solution

Workbench. Cette phase, se déroule en 3 étapes :

111.3.1.1. Modélisation des facteurs du modéle Nelson Siegel :

Modélisation des facteurs qui édictent la dynamique de la valeur des actifs. Pour ce
faire, une modélisation des facteurs du modéle Nelson Siegel (1987)%! pour un échantillon de
données historiques a été effectuée. Ce modeéle arrive a expliquer la dynamique de la courbe
des taux avec 3 facteurs, a savoir, un facteur de niveau qui prend en compte les mouvements

paralleles de la courbe, un facteur de pente qui prend en considération 1’évolution des taux selon

31 Nelson, C. R. and A. F. Siegel (1987), Parsimonious Modeling Of Yield Curves, Journal of Business, 60, 473—
489.
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les maturités, et enfin, un facteur de courbure, qui prend en considération les déformations de

la courbe des taux, notamment les « twist » et les « hump ».

111.3.1.2. Développement du scénario de base via la simulation Monte Carlo

Ces 3 facteurs étant estimés pour toute la série temporelle considérée, 1’objectif est dé-
sormais de décrire et de prévoir leur dynamique future. Pour ce faire, la démarche basée sur le
modéle VAR (Vector Autoregressive) de Sims (1980)% est suivie. Dans un premier temps, les
facteurs du modele Nelson Siegel sont introduits dans un modele VAR afin de déterminer la
dynamique qui les régit (les coefficients du modéle VAR). Puis au moyen d’une simulation
Monte Carlo sur Ierreur du modéle, un nombre important de courbe de taux est simulé. A
chaque pas de simulation, les rendements des classes d’actifs considérées sont estimés. Grace
a cette méthodologie, les distributions de rendements sont générées, et une vision en Forward-
Looking sur les rendements est construite. Il est & noter que les innovations simulées via la

méthode Monte Carlo suivent une loi normale.

111.3.1.3. Anticipation des parametres de marché en Forward-Looking :

La démarche précédente permet de générer un scénario de base. Ce dernier va étre con-
sidéré avec 2 autres scénarios. Le scénario forward qui décrit la courbe des taux implicites a
terme, dérivée de la courbe observée. Et le scénario consensus, qui décrit une courbe des taux
basée sur les anticipations des analystes sur le marché, généralement suite a un sondage, et
publiée sur les bases de données financiéres telles que Bloomberg.
C’est ainsi qu’une vision anticipative du marché en termes de rendements, de volatilités et de
corrélation est construite sur I’horizon d’analyse choisi, ce qui va permettre de passer a la phase

suivante.

[ll. 4. Construction du portefeuille politique

La quatriéme étape consiste a construire un portefeuille selon une méthode d’optimisation
donnée. Les inputs de cette optimisation seront les espérances et les volatilités ainsi que les
corrélations des scénarios définis. Ainsi, un investisseur pourra considerer plusieurs scénarios,
dont le scénario historique. Toutefois, un certain nombre d’hypothese est a prendre en considé-

ration ici, ou plutot a ne pas perdre de vue, selon la méthode d’optimisation choisie.

32 Sims, C. A., 1980, « Macroeconomics and Reality », Econometrica, vol. 48 (1), pp. 1-48.

29



Nous nous contenterons de rappeler ici, que ¢’est ’hypothese de normalité des rendements qui
est ici retenu si 1’on considére les données historiques. Par ailleurs, quelle que soit la distribution
des rendements générés, si I’on envisage 1’écart-type en tant que mesure de risque, ceci géné-
ralement induit en erreur, puisque la réalité¢ des marchés fait que ce proxy de risque (I’écart-
type) n’est pas constant au fil du temps. En d’autres termes, une classification du risque des
classes d’actifs selon leurs volatilités est sujette a changement au fil du temps. Nous dirons
alors que les volatilités sont dynamiques. Cette spécificité des marchés a un impact direct sur
I’optimalité des portefeuilles optimaux construits. En effet, rien qu’en prenant en compte les
innovations dans les volatilités des classes d’actifs, I’optimalité du portefeuille construit sera
remise en question. Or, comme nous le disions plus haut, la sensibilité de certaines méthodes
d’optimisation aux inputs introduits peut rendre la prise en compte de ces innovations délicate
sur le plan pratique. En effet, si la composition du portefeuille change radicalement d’une in-
novation a I’autre, ceci ira a ’encontre de 1’optique stratégique de ’ASA, hormis les cofits de

transactions conséquents inhérents aux reéquilibrages consécutifs du portefeuille.

[ll. 5. Analyse de scénarios, stress-testing et implémentation de I’Allocation stratégique
d’Actifs :

Cette étape devrait permettre de valider I’ASA développée. Un stress testing et une analyse
de scénarios sont conduits pour juger de la solidité du portefeuille construit. La résilience de la
stratégie développée est jugée par rapport aux critéres de risques et aux objectifs fixés lors des
étapes précéedentes.

Ces analyses sont généralement effectuées en émettant des hypotheses sur des mouvements non
paralléles de la courbe des taux, des simulations historiques en se basant sur des scénarios déja
vécus durant le passé, ou encore des scénarios en « Forward-Looking », tels que par exemple
un choc sur le marché pétrolier international, ou un changement de politique majeur d’un pays
du G7...

Enfin, a la lumiere de ces différents tests, et apres d’éventuels ajustements, I’implémentation
de I’ASA est effectuée. Les benchmarks politiques répliquant les classes d’actifs fournis par
I’ASA étant fixés, deux stratégies peuvent €tre choisies, une réplication passive, ou une gestion
active. Cette derniére vise a surperformer lesdits benchmarks politiques. Les points de repére
étant ainsi fixés, une revision périodique est ainsi conduite selon les conditions du marché, le

changement des objectifs de I’investisseur, ou encore la situation d’optimalité du portefeuille.
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Conclusion :

Nous avons essayé dans ce chapitre, d’introduire le lecteur a 1’allocation stratégique
d’actifs. Du fait méme de I’envergure de cette discipline qui circonscrit quasiment tout le pro-
cessus d’investissement sur les marchés financiers, nous ne pouvions espérer jeter la lumiere
sur tous ses aspects. Nous avons par exemple omis de parler de I’approche « Asset-Liabilitiy
Management » qui est la seconde approche majeure de I’ASA avec I’approche « Asset-only
Management » que nous avons traité dans le présent chapitre. Nous nous sommes donc borneés
a faire une bréve introduction sur certains aspects que nous considérons fondamentaux. Nous
avons, par ailleurs, essayé de mettre en exergue, un tant soit peu, certains points qui concernent
plus directement le travail que nous nous sommes proposé de mener dans ce cadre. Nous nous
sommes focalisés essentiellement sur la partie qui concerne le marché, en I’occurrence, la prise
en compte des conditions de marché, la formulation de la procédure d’anticipation des para-
meétres, ainsi que la détermination des rendements, des risques, et des corrélations espérés. Par
ailleurs, nous avons aussi porté une attention sur les différents paradigmes d’optimisation, ainsi
que les forces et faiblesses de chacun d’eux.

Ce qui est essentiellement a retenir pour la suite du travail, est que I’ASA est la plus importante
décision dans le cadre de gestion de portefeuille. C’est pour cela que chaque étape est cruciale
dans son développement. De ce fait un investisseur averti ne doit pas perdre de vue les hypo-
theses sous-jacentes a chaque phase. Nous avons en vue, notamment, I’hypothése de normalité
appliquée aux innovations relatives aux processus de rendements, ainsi que la considération de
I’écart-type en tant que mesure adéquate de volatilité, ce qui aurait été tout a fait justifiable si
les rendements étaient normalement distribués. Corrélativement, les corrélations entre les ren-
dements des différentes classes d’actif sont aussi en cause, puisqu’une démarche spécifique
devrait leur étre consacrée afin de rendre compte de ladite non-normalité de la distribution des
rendements.

Nous pouvons maintenant aborder la question des risques extrémes en introduisant [’'une des
mesures de risque probabiliste a laquelle nous avons fait allusion plus haut, a savoir la Value at
Risk. En effet, nous comptons nous baser sur celle-ci pour apprécier le risque extréme supporté
par I’investisseur. Mais pour ce faire, une approche adéquate doit étre suivie. C’est ce que nous

comptons déevelopper dans le chapitre suivant.
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Chapitre Il :

Cadre theorigue de Ia
« Value at Risk »



Introduction :

Dans cette partie nous avons tout d’abord introduit le concept de la Value at Risk, son
développement dans I’histoire, ainsi que ses forces et ses faiblesses telles que soulignées dans
la littérature afférente. Puis dans un second temps, nous avons présenté les différentes ap-
proches de son calcul. Pour chaque méthodologie, nous avons présenté 1’intuition derriére sa
geneése, la revue de littérature qui s’y rapporte ainsi que ses forces et ses faiblesses. Nous avons
aussi, en suivant le méme schéma, presenté les différentes extensions qui ont été apportées a
chaque démarche qu’elles soient théoriques ou bien valable sur le plan pratique. Nous avons
naturellement porté une attention particuliere sur les approches qui nous importent le plus dans
le cadre du présent travail. Enfin, nous avons souligné le rapport de la VaR avec I’approche de
calcul de volatilité utilisé, notamment, le fait de recourir & une actualisation des données histo-
riques utilisées. Ceci nous sera utile par la suite afin de conduire une étude empirique sur le

sujet.
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|. Présentation de la Value at Risk :

[.1. Qu’est-ce que la Value at Risk ?

D’un point de vue pratique la Value at Risk -VaR par la suite- mesure la perte potentielle
suite a la détention d’un actif risqué, ou encore d’un portefeuille constitué¢ d’actifs risqués. Elle
est caractérisée par un intervalle de confiance et un horizon de temps donné.

A tire d’exemple, si VaR d’une position sur un actif risqué (ou d’un portefeuille d’actifs risqués)
est de $100 millions & un jour, pour un intervalle de confiance de 99%, il y a seulement 1% de
chance pour qu’il y ait une perte qui dépasserait ce montant. Ou encore, sur 100 jours de cota-
tion, la perte encourue suite a la détention d’un actif risqué ne dépasserait la VaR qu’un seul
jour.

La VaR admet donc trois éléments clés, a savoir, un niveau spécifié de perte en valeur, un
horizon temporel fixé durant lequel le risque sera évalué (1 jour, 5 jours...) et un intervalle de
confiance (95%, 99%, 99,9%...). Cette mesure se focalise donc sur le risque de mouvement
baissier (ou de mouvement adverse) ainsi que sur la perte potentielle.

Pour estimer la probabilité de perte avec un intervalle de confiance donné, il y a lieu de définir
une distribution de probabilité pour chaque facteur de risque, la corrélation entre ces facteurs,
et enfin, I’impact de ces derniers sur la valeur de I’actif risqué.

La VaR est donc une tentative de faire ressortir un seul chiffre qui résumerait le risque global
supporté suite a la détention d’un actif ou d’un portefeuille d’actifs financiers risqués. Elle est
devenue largement utilisée par les managers de fonds ainsi que les institutions financieres. Les
banques notamment ont traditionnellement utilisé la VVaR afin de déterminer le capital adéquat

a détenir suite a une exposition de risque donnée.

[.2. Limites majeurs de la VaR :

Si nous considérons la VaR en tant que telle, ¢’est a dire en négligeant le niveau de la position
détenue en actifs risqués, le nombre des parametres se réduit a 2. Ces deux parameétres qui sont
utilisés dans le calcul sont arbitraires, a savoir 1’horizon temporel prédéterminé de détention de

la position risqué (1 jour, 1 semaine, 1 mois) et I’intervalle de confiance.

L’intervalle de confiance :

Ce dernier, nous disions qu’il détermine la probabilité que la perte puisse étre supérieure ou

égale a la VaR. En effet la VaR a 99% est supérieure a la VaR 95%, le niveau de risque dépend
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donc directement du degré de confiance choisi. La VaR augmente dés que le niveau de con-
fiance augmente. De plus, elle va augmenter & un taux supérieur a chaque fois que le degré de

confiance est augmenté.

L*horizon temporel :

Il s’agit de I’intervalle de confiance et de I’horizon temporel N, mesuré en termes de jours. En
pratique N est généralement fixé a 1 jour si la VaR vise le risque de marché. Ceci est di a la
non disponibilité d’un nombre suffisant d’observations pour estimer le comportement des va-
riables de marché au-dela de cet horizon.

Pour aller au-dela de cet horizon, I’hypothése habituelle est de multiplier la VaR a 1 jour par la

racine carrée de 1’horizon de placement visé (en termes de jours).

Formellement : VaR A-jour = VaR 1-jour x /N

Cette formule est vraie sous la condition que les variations journalieres successives de la valeur
de I’actif risqué soient indépendamment et identiquement normalement distribuées avec une
moyenne nulle, sinon ce n’est qu’une approximation.

Il est & noter que le taux d’augmentation de la VaR est déterminé en partie par la moyenne de

la distribution des rendements. Si la moyenne de la distribution, p, est égale a 0, alors la VaR

va augmenter par le facteur +/N (la racine carrée de I’horizon de placement). Si par contre

> 0 alors la VaR augmente a un taux moindre, et peut éventuellement diminuer. 1l faut donc
garder en téte que la moyenne de la distribution des rendements est un parameétre important
pour pouvoir estimer les changements de la VaR suite a I’augmentation de 1’horizon de déten-

tion.

[.3. La VaR dans I'histoire :

Nonobstant le fait que le terme « Value at Risk » n’était pas largement utilisé avant la
moitié¢ des années 90, 1’origine de cette mesure réside un peu plus loin dans 1I’histoire. Le sou-
bassement mathématique de la VVaR a été largement développé dans le contexte de la théorie de
portefeuille par Harry Markowitz et d’autres chercheurs. Méme si de prime abord leurs efforts
étaient plutdt orientés vers la composition optimale des portefeuilles en actions, leur focalisa-
tion sur les risques émanant du marché et I’effet de leurs mouvements conjoints était central

pour la maniére dont la VaR a été calculée.
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Par ailleurs, les motivations pour I’utilisation des mesures de la VaR trouvent leurs sources
dans les crises que 1’industrie financiére a connues dans I’histoire.

Les premiéres exigences réglementaires en termes de capital affligées aux banques ont vu le
jour apres la grande dépression quand la SEC (Securities Exchange Commission), le gendarme
boursier américain, a établi le « Securities Exchange Act ». Ce texte exigeait des banques de
maintenir leurs préts en deca de 2000% de leurs fonds propres. Durant les années suivantes, les
banques ont commencé a développer des dispositifs de division des mesures de risque et de
controle afin de s’assurer du respect des exigences réglementaires. Avec I’avénement des mar-
chés dérivés et les taux de change flottants de nouveaux risques ont vu leur genese au début des
années 70. Ceci a motivé la SEC d’établir la « Uniform Net Capital Rule », qui a été promulguée
en 1975, et qui vient redéfinir et élargir les exigences en capital en catégorisant les actifs finan-
ciers détenus par les banques en 12 classes selon leurs risques, et en assignant des exigences en
capital pour chacune des catégories. Les banques étaient des lors de reporter leurs calculs rela-
tifs a leurs capitaux trimestriellement dans un rapport baptisé FOCUS, « Financial and Opera-
ting Combined Uniform Single ».

Les premieres mesures réglementaires qui évoguent la Value at Risk ont été initiées en 1980,
quand la SEC a ancré les exigences en capital des établissements financiers aux pertes poten-
tielles a un niveau de confiance de 95%, pour un intervalle de 30 jours, pour chaque classe
d’actif. Les rendements historiques étant a la base du calcul des pertes potentilles.

Méme si la SEC ne le décrit pas comme tel expressément, avec cette mesure elle vient de de-
mander aux banques d’embarquer dans le processus d’estimation de la VaR (95%, 1 mois) et
de détenir le capital nécessaire pour couvrir ce risque.

Par ailleurs, la nature des portefeuilles d’investissement et de trading des banques commerciales
devenaient de plus en plus volatiles, créant ainsi un besoin de mesures de risque plus précises
et sophistiqués. C’est Kenneth Garbade, travaillant a 1’époque au « Bankers Trust Cross Mar-
kets Research Group », dans un document interne, qui présenta des mesures sophistiquées de
la VaR en 19862 pour les portefeuilles Fixed-Income de la firme, basées sur la matrice des
covariances des rendements de bons de différentes maturités.

Aux aurores des années 90, plusieurs firmes ont développé des mesures rudimentaires de la
VaR avec de larges variantes de calcul quant a sa méthodologie de calcul. Cependant, aprés de

désastreuses pertes subies par les établissements financiers associées a I’utilisation des produits

33 Garbade, Kenneth D. (1986). « Assessing risk and capital adequacy for Treasury securities », Topics in Money
and Securities Markets, 22, New York : Bankers Trust.
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dérivés entre 1993 et 1995, couplées a la faillite de la banque d’investissement anglaise Barings
pareillement a cause d’opérations non autorisees de trading sur dérivés sur le Nikkei, les
banques devenaient prétes a adopter des mesures de risque plus compréhensive.

En 1995, la banque J.P. Morgan donna un acces public aux données sur les variances et cova-
riances sur différents titres et différentes classes d’actifs, déja utilisées en interne depuis prati-
quement une décennie. Elle permit le développement de logiciel pour cette fin, et appela le
service RiskMetrics™ et utilisa le terme Value at Risk pour la mesure de risque qui en ressortit
de ces données. Cette derniére trouva une grande audience aussi bien des banques que des ré-
gulateurs suite notamment a son caractére intuitif.

Selon certains auteurs®* qui se sont intéressés a I’histoire de la VaR, RiskMetrics™ n’était pas
une percée technique en soi. En effet, bien que ce document présentait a 1’époque des idées
originales, pour la plupart, il décrivait des pratiques déja largement utilisées. Sa VaR linéaire,
est de loin moins sophistiquée que celle de Garbade (1986) or Wilson (1993)%°. La contribution
la plus importante de RiskMetrics™ est qu’il ait diffusé a une large audience le concept de la
VaR.

[.4. Une mesure de risque cohérente ?

Pour mesurer a bon escient un risque donné, il faudrait d’abord définir ce que c’est qu’une
mesure de risque. Si nous considérons R un ensemble d’événements aléatoires et p(R) la mesure
de risque qui lui est associé, alors une mesure de risque cohérente devrait vérifier les propriétés
suivantes :
1. Monotonie : un portefeuille avec des rendements futurs plus importants devrait avoir un
moindre risque : R1 > Ry, alors p(R1) < p(R2).
2. Sous-additivité : le risque d’un portefeuille est au maximum le risque des actifs qui le consti-
tuent : p(Rit+ R2) < p(R1) + p(R2).
3. Homogénéité positive : la taille  du portefeuille doit impacter la taille de son risque (et non sa
magnitude) : ¥V B >0, p(BR) = Bp(R)
4. Invariance par translation : le risque de portefeuille est dépendant du risque des actifs qui le

constituent : pour toutes les constantes C, p(C+R) = p(R) — C.

Les propriétés 1, 3 et 4 sont des propriétés plutot simples des distributions bien établies.

3 Glyn A. Holton. (2002). « History of Value-at-Risk : 1922-1998 », Working Paper July 25, 2002
35 Wilson, Thomas (1993). Infinite wisdom, Risk, 6 (6), 37-45.
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e La monotonie implique que si une valeur aléatoire future R1 est toujours plus grande qu’une
valeur aléatoire future R2, alors le risque de la distribution des rendements pour R; est inférieur
a celui de la distribution des rendements pour R.

o [’homogénéité positive suggére que le risque d’une position est proportionnel a sa taille. Cette

propriété doit se vérifier tant que 1’actif en question est coté dans un marché liquide.

e L’invariance par translation implique qu’ajouter un actif sans risque réduit le risque au méme

taux que le niveau de cash en besoin pour garder une position acceptable.

e Lasous-additivité (2°™ propriété) est la propriété la plus importante pour une mesure de risque
cohérente. Elle établit qu’un portefeuille construit a partir de sous-portefeuilles aura un risque
inférieur ou égal a la somme des risques individuels de chaque sous-portefeuille. Ceci suppose
que, quand des risques individuels sont combinés, il en résulte des effets bénéfiques liés a la
diversification, sinon, a défaut, pas de risque supplémentaire a supporter. Ce qui implique que

le fait de grouper ou additionner des risques ne devrait pas augmenter le risque global agrégé.

Pour remédier & ces carences, un concept intiment lié a la VaR a été développé, c’est la Condi-

tional VaR ou encore la CVaR, dite aussi Expected Shortfall®.

Il. Méthodologies pour le calcul de la Value at Risk :

En général, trois approches sont admises afin de calculer la VVaR appartenant a deux
grandes familles. En I’occurrence, I’approche analytique impliquant certaines hypothéses gé-
néralement simplificatrices, concernant, notamment, la distribution des rendements en rapport
avec le risque de marché. L’approche historique, en ayant recours a la construction de porte-
feuilles hypothétiques en se basant sur les donnees historiques. Et enfin la simulation Monte
Carlo. Par ailleurs, chaque approche admet plusieurs variantes.

Il est & noter cependant que la 1% méthode appartient & la famille des approches paramétriques
(dont on en va illustrer quelques-unes par la suite), la 2™ et la 3°™ approche appartiennent a

la famille des approches non-paramétriques.’

36 Artzner P., F. Delbaen, J.-M. Eber, and D. Heath. “Coherent Measures of Risk.” Mathematical

Finance 9 (1999): 203-228.

3711 existe par ailleurs une sous-famille qui englobe les approches dites semi-paramétriques intégrant la théorie
des valeurs extrémes qui ne fera pas 1’objet de ce mémoire. Cette sous-famille présente 1’inconvénient d’étre lourde
a mettre en ceuvre ce qui ne permet pas un calcul quotidien.
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II.1. L'approche paramétrique :

Cette famille d’approches présente I’avantage d’étre beaucoup moins exigeante en
termes de temps et de calcul relativement a la famille des approches non-paramétriques. En
effet, les approches non-paramétriques nécessitent la réévaluation de la valeur du portefeuille
pour chaque innovation dans le facteur de risque. Cette condition implique que chaque actif
composant le portefeuille doit faire 1’objet d’un nouveau pricing pour les différentes valeurs
que les facteurs de risque peuvent prendre. Calculer la Value at Risk selon cette famille d’ap-
proche s’avere donc chronophage, et mobilise un effectif important de pricers et d’analyste. Les
approches paramétriques viennent pallier a ces difficultés du fait qu’elles n’exigent pas le re-
calcul de la valeur du portefeuille a chaque pas. En effet, cette famille d’approche approxime
la VaR, ce qui lui confére ’avantage d’étre plus rapide et simple a mettre en place et moins
lourde, cependant, quelque peu moins précise, a moins que le pricing via une fonction d’ap-
proximation linéaire ou quadratique des facteurs de risque peut se faire sans probléme en véri-
fiant un soubassement théorique valable et approprié.

La premiére approche de ce genre a été proposee par RiskMetriks™. L’approximation utilisée
dans ce document était linéaire. Par la suite, une importante littérature dédiée aux approxima-

tions quadratiques a été développée.

[1.1.1. La méthode de Variance-Covariance :

Partant du principe que la VaR mesure la probabilité que I’actif, ou le porte-
feuille d’actifs risqués, perde un montant déterminé durant un horizon temporel prédé-
fini, cela devrait étre relativement simple de la calculer si nous pouvons dériver la dis-
tribution de probabilité des pertes potentilles. C’est effectivement la démarche adoptée
suivant cette méthode. Ceci lui vaut I’avantage d’étre intuitive et simple. La difficulté
réside dans le fait de dériver la distribution de probabilité adéquate.

e Description de I’approximation couramment utilisée dite gaussienne :

Pour recourir a un exemple illustratif de cette méthode, considérons un actif risqué
dont les valeurs possibles sont normalement distribuées avec une moyenne de $100
et un écart type annuel de $10. Pour un intervalle de confiance de 90%, cet actif ne
peut prendre une valeur inférieure a $83,5 durant I’année a venir, et symétrique-
ment, il ne peut avoir une valeur de plus de $116,5 durant le méme horizon tempo-

rel.
Formellement:  VaR (90%, 1an) = £ * ZaOannuel
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Avec Zg = 1,65 car I’actif en question X ~ N(i,0)

Et & : ’intervalle de confiance (ici 90%)

En effet puisque la distribution normale est symétrique nous avons :

P(X<-1650+ u)=P(X>1650+ u)
=5%
Et puisque la superficie totale = 100%, nous avons alors,
P(-1.650 + (1< X <1650+ u) =90%
Et P (-1.650 + 1< X) = 95%

Ce qui graphiquement se présente comme sulit :

Figure i: Intervalle de confiance de la distribution normale a une borne
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Source : John Hull, Options, Futures and other derivatives, 11th edition

Ou encore :

Figure ii : Intervalle de confiance de la distribution normale a 2 bornes
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Source : John Hull, Options, Futures and other derivatives, 11th edition

40



Attractivité de I'utilisation des quantiles :

Le risque de marché est généralement mesuré en termes de quantile de la distri-
bution des rendements du portefeuille. L’attrait de 1’utilisation des quantiles
d’une distribution par rapport a la variance est que les quantiles prennent en
compte, et la magnitude, et la probabilité exacte de survenance d’un événement
ayant une magnitude donnée, ou symétriquement de ne pas la dépasser.

Le g°™ quantile d’une distribution de rendements est défini en tant que la va-
riable qui prend la valeur d’un rendement en dépassement de o % des rende-
ments considérés. Mathématiquement le quantile d’une distribution de probabi-

lité continue donnée par la formule suivante :
_ a
Oo= J_, f(x)dx

Ou f(x) : la fonction de distribution de probabilité.

Pour revenir a notre exemple, cette approche se complexifie considérablement
si I’actif devient un portefeuille comportant plusieurs actifs. Ceci est di au fait
que les actifs présentent généralement une certaine structure de dépendance dé-
crite dans le cadre le plus commun par la covariance. En effet, si nous prenons
un portefeuille composé de 150 actifs le nombre des covariances a estimer est de
11 175. Sans compter les 150 variances caractérisant chaque actif.

Cette approche devient tres vite lourde a mettre en place sans une grande capa-
cité de calcul, surtout si le portefeuille admet un changement fréquent de ses
composantes.

Une méthodologie plus commode est donc suivie pour pallier a ce probléme et
simplifier le processus du calcul. Il s’agit de faire un Map du risque inhérent a
chaque actif composant le portefeuille (retracer ses Cash-flows), et ce, afin de
I’associer a un facteur de risque de marché plus commun. Puis de calculer la

VaR en se basant sur ces facteurs de risque de marché.
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Pour illustrer ce concept de Risk Mapping d’une fagon plus intelligible, nous
allons considérer un bon du trésor vanille, de maturité 5 ans, versant annuelle-
ment un coupon noté C, et remboursé in fine a sa valeur nominale notée VN. Ce

bon va étre considéré par rapport aux cash-flows qu’il génére.

Ces flux vont étre considérés par la suite comme étant des bons zéro-coupon.
Les 4 premiers flux (valeur faciale = C) seront associés aux taux zéro-coupon de
1 a 4 ans respectivement a leurs échéances. Le dernier flux (valeur faciale =
C+VN) sera associé au taux zéro-coupon 5ans.

Ce processus de mapping se complique considérablement si 1’on a affaire a des
portefeuilles d’actions ou encore a des options. Toutefois, il permet d’éviter 1’es-
timation des variances et covariances d’un nombre important d’actifs pouvant
composer le portefeuille, et de se focaliser plutot sur des facteurs de risque de
marché plus communs et de nombre beaucoup plus réduit. Dans notre cas illus-
tratif, il s’agira de la matrice des covariances des taux zéro-coupon pour les ma-
turités concernées.

Pour revenir a la méthodologie du calcul, il s’agit de passer par 4 grandes étapes :

1. La premiére étant de simplifier chaque actif en le transformant en un actif plus
standard (Pour donner un autre exemple, nous pouvons considérer un contrat
Futures & 6 mois sur USD/EUR en tant qu’une position sur 2 instruments stan-
dards, a savoir, le taux sans risque a 6 mois sur le dollar et une position longue
sur le spot USD/EUR sachant qu’a I’équilibre :

Fousorieur = SPuspreur X (1+1f Cusp, 6 mois)

2. 1l s’agit par la suite d’appareiller chaque flux émanant de I’actif détenu ou des
actifs composant le portefeuille détenu a I’instrument standard associé. Dans
notre cas il s’agira des bons a zéro-coupon.

3. Une fois ces instruments standards identifiés, il faudra procéder a 1’estimation
des variances et covariances de ces derniers. En pratique, cette matrice s’obtient
depuis les données historiques. Les parametres de ces facteurs de risque sont

essentiels pour le calcul de la VaR.
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4. Enfin, la VaR est obtenue en procédant en multipliant le vecteur des poids de
chaque instrument standard (obtenu & la 2°™ étape) par la matrice des cova-
riances de ces instruments (obtenu a la 3°™ étape).

L’hypothése implicite lors du calcul de la VaR a 1’étape 4 est que la distribution sous-jacente
est normale. En effet, si le rendement de chaque actif est supposé suivre une loi normale, le
portefeuille composé par ces mémes actifs devrait suit alors une loi normale. Cette hypothese

simplificatrice et peu réaliste est généralement admise lors du calcul de la VaR.

[1.L1.2. La contribution de I"'approche RiskMetrics™ :

La contribution majeure de ce service lancé en 1995, rappelons-le, est qu’il a rendu
public gratuitement les matrices des covariances entre les différentes classes d’actifs, ce qui a
facilité la tdche a quiconque voulant calculer d’une maniére analytique la VaR d’un portefeuille.
Il est par ailleurs d’usage d’illustrer les hypothéses sous-jacente de 1’approche de calcul de la

VaR telle que présentée par J.P. Morgan dans son document technique de 1996%8.

e Le rendement des facteurs de risque individuels sont supposés suivre une loi nor-
male conditionnelle. Méme si les rendements en tant que tels peuvent s’écarter de
la condition de normalité, avec la présence anormale de valeurs extrémes, 1’hypo-
these stipule que les rendements standardisés (c’est a dire divisés par la volatilité

prévisionnelle) sont normalement distribués.

e La focalisation sur les rendements standardisés implique que ce n’est pas la valeur
des rendements en tant que telle qui est considérée, mais c’est la valeur relative a la
volatilité. En d’autres termes, un rendement important durant une période de forte
volatilité peut résulter en un rendement standardisé faible, alors que le méme ren-

dement sera considéré anormalement élevé durant une période de faible volatilité.

La considération sur les rendements normalises standardisés expose le calcul de la VaR au
risque de présenter des valeurs extrémes a une fréquence plus importante que prévu dans le

cadre d’une distribution normale.

38 Cf. RiskMetrics — Technical Document, J.P. Morgan, December 17, 1996; Zangari, P., 1996, An Im-
proved Methodology for Computing VaR, J.P. Morgan RiskMetrics Monitor, Second Quarter 1996.
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11.1.3. Evaluation de I'approche :

L’attrait de I’approche Variance-Covariance de base de RiskMetrics™, une fois que les
hypothéses concernant la distribution des rendements, les moyennes et les variances ont été

formulées, réside dans la simplicité avec laquelle nous pouvons calculer la VaR.

Trois grandes faiblesses sont a mentionner :

1. Hypothese sur les distributions : Si les rendements conditionnels ne sont pas normalement dis-
tribués, la VaR calculée sous-estimera la vraie VaR. Ceci est d’autant plus dangereux si la vraie
distribution des rendements présente des valeurs extrémes & une fréquence élevée.

2. Inputs erronés : Méme si I’hypothése sur les rendements standardisés tient, la VaR calculé sera
toujours erronée si les variances et covariances utilisées sont erronées. En effet ces données, si
elles sont estimées depuis des données historiques, il existera une erreur standard associée a
chaque parametre estimé a partir de 1’échantillon utilisé.

3. Lanon-stationnarité des variables : Ce probléme surgit lorsque les variances et les covariances
varient dans le temps. Ceci est trés normal puisque les fondamentaux des variables, et entre les
variables, évoluent dans le temps. Il s’en suit alors un autre probléme qui compromet le calcul

de la VaR.

[1.1.4. Extensions :

Certains auteurs se sont intéressés aux limites présentées a cette approche et ont déve-
loppé des cadres plus commodes afin de combler ses carences. L’intérét a été porté essentielle-
ment sur les hypotheses des distributions ainsi que les variances et covariances utilisées. Hull
et White (1998a) ont suggéré un moyen d’estimer la VaR quand les variables ne sont pas
normalement distribuées. En effet ils ont laissé libre choix a I’utilisateur quant a la distribution
de probabilité des variables mais requiérent qu’une transformation adéquate soit établie pour
que la distribution soit normale multivariée. Ce travail, et bien d’autres, ont développé des
cadres permettant d’apporter des variantes intéressantes. Toutefois, I’estimation des parametres
de modeéles non normaux peut s’avérer une tache tres difficile. De plus, les probabilités de pertes
sont beaucoup plus compliquées a déterminer dans le cadre de distributions asymétriques et

leptokurtiques (queues de distribution épaisses) que dans le cadre normal.

3 Hull, J. and A. White “Value at Risk when Daily Changes in Market Variables are not Normally Distributed,”
Journal of Derivatives, Spring 1998, pp 9-19.
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D’autres chercheurs, a ’instar d’Engle (2001)*, se sont concentrés sur 1’amélioration des tech-
niques d’estimation des variances et covariances a utiliser pour le calcul de la VaR. Pour ces
derniers, les innovations statistiques peuvent fournir de meilleures estimations que les tech-
niques d’amélioration de I’échantillonnage (qui réduise I’erreur standard des parameétres). En
effet le cadre conventionnel de base émet I’hypothése que la variance des rendements est ho-
moscédastique (ne varie pas au cours du temps) ce qui est trés réducteur et ne correspond au-
cunement a la réalité. Dans son article de 2001, Engel remet en cause cette hypothese et stipule
que les estimations basées sur des modeles qui prennent explicitement en compte 1’hétéroscé-
dasticité de la variance (varie au cours du temps) apportent des résultats de loin meilleurs. Dans
son approche, il a suggéré le recours a 2 modeles, a savoir, les modeles ARCH (Autoregressive
Conditional Heteroskedasticity) et GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Hete-
roskedasticity) qui apportent de meilleures prévisions de la variance, et donc, une meilleure

estimation de la VaR suivant I’approche paramétrique classique.

[1.L1.4.1. Les modeles d’approximation linéaire :

Le modele RiskMetrics™ pour la distribution de 1’évolution des facteurs de risque est
basé sur I’hypothese que les rendements logarithmiques des prix (ou des variations pour le cas
des taux d’intérét) sont indépendants dans le temps, et normalement distribués quand il est mis
a I’échelle via une mesure adéquate de la volatilité (rendements standardisés).

Si nous dénotons (XY, . . ., X"): le processus des facteurs de risque, (nous allons considérer ici
que ces facteurs de risque sont les prix, mais /’approche est strictement la méme si il s’agit de

taux d’intérét) les rendements logarithmiques entre t et t+1 sont supposés s’exprimer ainsi :

M= o't St
Ou la distribution des &'tt+1 = (441, - . . , E'ter1) €St gaussien avec (irs1, i) = p
conditionné par la réalisation du processus de la matrice variance-covariance (2t )t ,

avec = ool Pt

40 Engle, R., 2001, Garch 101: The Use of ARCH and GARCH models in Applied Econometrics, Journal of
Economic Perspectives, v15, 157-168.
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Si on suppose alors un modéle IGARCH (1,1) (integrated GARCH) pour modéliser les rende-
ments, formellement :
rit,t+1 = Git & it,t+1
2= Ao g2+ (1-2) ris?
N 1

), = -
plt i J
t

L
0t0

[Aotic i pla+ (1-2) riear i)

ol aw1|Zt~N(0,Zt) etou & |Zt sont indépendants dans le temps.

I1 faut noter que le facteur de risque n’admet pas de drift du moment ou les rendements ont une
moyenne nulle. Cette hypothése est basée sur le fait qu’il n y a pas drift sur le court et moyen-
terme (moins de 3 mois), absence d’autocorrélation entre les rendements, et présence d’auto-
corrélation positive entre les rendements carrés (clusters de volatilité, queues de distribution
épaisses).

Une autre facon de voir les processus de volatilité et de corrélation est de considérer une esti-
mation de processus en moyenne mobile exponentielle (EWMA pour dire Exponentially
Weighted Moving Average). Ainsi, suivant le document technique de RiskMetrics™, le facteur

d’échelle A calibre les observations passées a prendre en compte prend une valeur de 0.94 pour

les rendements quotidiens et A = 0.97 pour les rendements mensuels.

[1.L1.4.2. 'approximation de VaR en portefeuille selon I'approche Delta-Normal :

L’idée générale sous-jacente au calcul de la VaR, selon la méthode paramétrique, est
d’approximer le rendement du portefeuille en recourant a I’approximation des formules de pri-
cing de chaque actif composant le portefeuille, et ce, dans le but de déboucher sur une simple
formule analytique pour le calcul de la VVaR. Ceci nous rappelle le concept de la Duration initié
par Macaulay en 1938*, et la Duration modifiée (appelée aussi sensibilité). Ce concept, suite a
une approximation linéaire, détermine une estimation de la variation de la valeur d’une obliga-
tion, ou d’un portefeuille composé d’obligations, suite a une variation minime du taux d’intérét.
L’approximation selon I’approche Delta-Normal s’avére exacte pour les instruments a structure
linéaire. Par contre elle devient discutable si les portefeuilles admettent des instruments non

linéaires.

41 Macaulay, F. Some Theoretical Problems Suggested by the Movement of Interest Rates, Bond Yields, and Stock
Prices in the U.S. since 1856. New York, NY: National Bureau of Economic Research, 1938.
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Mathématiquement : si on note V la valeur du portefeuille, alors :

V (Kbt o XMz) =V (XY, o, X+ D07 Xt (xlt, o X)) (X - X
1 n 1 n v n
V(Xt+1,...,xt+1)2V(Xt,.. Xt)+ Llﬁ(xt, Xt)rtt+1Xt
o VO XDV L XD
D’ou R= 1 -
V(XE . X,
est approxime par : R=Y1"4 %:; XY, o0 XM r i

Cette fonction est donc linéaire sur le rendement du facteur de risque et nous pouvons donc

déterminer la VVaR associé au portefeuille linéaire. Ceci est le principal point fort de la méthode

Delta-Normal présenté par RiskMetrics™. Puisque les rendements des facteurs de risque sont
supposeés suivre un processus conditionnellement normal, une fois le processus EWMA calculé,
R devient alors une variable aléatoire avec une distribution normale avec une moyenne de 0 et

un écart-type :

g xt av x] av
05:\/ 1i1.J'=1(Vtaxl( o Xn)) (V aXJ(Xt Xn))

Maintenant, en utilisant cette distribution approximée des rendements du portefeuille, I’estima-
tion de la VaR se résume au calcul du quantile (1-p) d’une variable aléatoire ayant une distri-
bution gaussienne.

Ceci se calcule facilement en utilisant le quantile z, d’une variable gaussienne standard. Ainsi

nous obtenons 1’expression analytique de la VaR (ou la VaR prend une valeur positive, s’agis-

sant d’une perte).

_ X ov n X, ov .
VaR (P)te+1 = Z1—p Z(—t—i(Xt, X)>Z < ( Ere v t))

Lj=1

VaR (p); 141 = Z En (—’f g (X1 X")> 2”<—g v (X1 X”))
aR (P)eesr = (XL, .., ' (XL, . .,
t,t+1 : ij=1 t a ' t t Vt aX] t t

47



En utilisant 1’analogie qui subsiste entre cette écriture et les notations utilisées dans le pricing

des options nous pouvons récrire cette expression :

D7 _ n XE A0 g Xg 1 _ 1 n
VaR (P)te+1 = Zp |Lij=1 (VtN) PN (WA]) Avec, A=VV(X;,. .., Xt)
Si nous considérons un portefeuille d’actions avec les proportions o, . . . , o investies respec-
xt ov
. . -z Ot 1 n .
tivement dans les actions 1, . . ., n, alors la quantité 7. ax1 (X*, ..., X%) est tout simplement
t

le poids ¢ et I’estimation de la VaR devient :

n
VaR (p)tr41 = Zp Z ai“jzi'j

ij=1

Pour le besoin d’illustration de la démarche, le portefeuille considéré contient uniquement des
actions, ce qui fait de I’approche Delta-Normal une approximation commode, surtout que les
hypotheses émises quant a la distribution satisfont les données utilisées. Toutefois, cette ap-
proximation et beaucoup moins exacte si le portefeuille contient des actifs a comportement non
linéaire. Pour considérer un cas intuitif, supposons que nous disposons d’un portefeuille d’op-
tions couvert en A (Delta hedged), c’est a dire qu’il contient une option sur un sous-jacent, et
une position sur le sous-jacent lui-méme. Dans le cadre linéaire (sans prendre en considération
les autres Grecs), ce portefeuille est censé produire un rendement sans risque. En procédant a
une approximation par la méthode Delta-Normal, la VVaR estimé sera donc nulle. Cette méthode
présente donc dans ce cas un résultat complétement faux.

Chemin faisant, une approche plus commode a été développé pour prendre en compte les com-
portements non linéaires de certains types d’instruments d’investissement. En 1’occurrence, il
s’agit de I’approche Delta-Gamma- Normal et Delta-Gamma-Théta-Normal. Ces approches ne
font pas partie de la méthodologie originale de RiskMetrics™, mais Zangari (1996)%, travail-

lant au service de RiskMetrics, a proposé cette famille d’approches dite quadratique.

42 P, Zangari. A var methodology for portfolios that include options. RiskMetrics Monitor, 1:4-12, 1996.
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[1.1.4.3. L'approche Delta-Gamma-(Théta)- Normale :

Pour aller au-dela des modeles linéaires et trouver de meilleures approximations de la
VaR, il faut développer davantage 1’expansion de Taylor. Si nous considérons les deux premiers

termes qui surviennent suite a un changement dans le facteur de risque nous aurons :

V Xz, oo X)) =V (XY, o, X + OXL+ e Alr i X+ = Z” L TV Xixir

Y1 Mlieen
Avec

v 1% . %V
0= - L= i FU =
ot oX! 0X'oX/

le terme @x 1 prend en compte 1’évolution de la valeur du portefeuille dans le temps (comme

c’est le cas par exemple le cas pour la valeur temps d’une option ou I’effet Pull to Par pour une
obligation a prime ou a décote) est généralement négligé dans le calcul de la VaR puisque
I’horizon est généralement trés petit (1 jour).

En ignorant donc le théta, I’expression de I’approximation du rendement du portefeuille selon

I’approche Delta-Gamma devient :

R =R Alr} + = Z V.TY)r,
ZV Le+1 T35 Vth(t )tt+1tt+1

i,j=1

D’ou pour utiliser la VaR en utilisant cette approximation, nous avons a calculer le quantile

d’une distribution qui n’est plus gaussienne désormais. Il faut noter que, malgré le fait que les

facteurs de risque exhibent une moyenne de rendement nulle, I’approximation du rendement du
portefeuille R affiche une moyenne non nulle correspondant au terme 7, une variance diffé-
rente, une distribution qui peut étre asymétrique c’est a dire un Skewness # 0 et un Kurtosis
(4°™ moment de la distribution) différent de 3, ce qui nous donne une idée quantifiée sur le
degré de 1’épaisseur des queues de la distribution.

Un probléme des lors surgit, comment approximer les quantiles de la distribution d’une variable
aléatoire qui est en fait une variable polynomiale quadratique gaussienne ?

Une littérature importante dans le contexte financier a été développée autour de cette problé-
matique afin de calculer la VaR d’un portefeuille quadratique.

En ignorant le facteur théta, nous parlerons a partir de maintenant de 1’approche Delta-Gamma-

Normale. Cette approximation consiste, en tenant compte de 1’hypothese de la normalité con-
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ditionnelle telle qu’avancée dans le document technique de RiskMetrics, a approximer la distri-
bution de rendement d’un portefeuille d’une variable gaussienne polynomiale quadratique mul-

tivariée. 11 s’agit de R, telle que :

n
Xt Xt x/
Z 7 rtt+1 +5 5 Z —t (Vtrl )Tt t+17 tt+1

i=1 i,j=1
Plusieurs méthodes ont été développées pour approximer les quantiles d’une telle distribution.
Nous allons présenter brievement quelques-unes a titre indicatif, puisque certaines d’entre elles
ne sont bien valables que d’un point de vue théorique pour le moment, pour nous focaliser en

fin de compte sur 1’une des approches les plus réalisables en termes pratique.

11.1.4.3.1. L’approximation gaussienne :

Cette méthode a été présentée plus haut avec un exemple illustratif. Le recours a cette méthode
pour traiter la distribution de R et la détermination du quantile de la distribution gaussienne adaptée.
Cette méthode débouche sur une approximation de la VaR impliquant les 2 premiers moments de la

distribution de R.

Xt Xt

O I
Si nous considérons A* = %A‘ et'V = (V '), At et T'Y étant respectivement le vecteur
t

et la matrice associés, alors nous pouvons trés bien voir que la moyenne et la variance des

rendements d’un portefeuille quadratique sont :

- 1 -
u=E[R] = 3 Tr(T'Y)
~ ~1\2 i aw 1 ~
Et 02 =E|(R-E[R])’| = K3+ Tr((%)?)
d’ou, I’idée sous-jacente de cette approximation est de faire correspondre une distribution gaus-
sienne aux parametres (u, o) et d’en déduire par la suite un estimateur pour le quantile en

question.

La forme usuelle pour estimer la VaR est :

VaR (D)tt+1 = —U—0Z1
VaR (p)et+1 = —1+ 02,
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Cette approximation est quelque peu rudimentaire et d’autres approximations plus judi-

cieuses intégrant des moments supérieurs ont été proposées.

1.1.4.3.2. L’approximation de la transformation de Johnson :

Elle consiste a choisir une distribution faisant partie des distributions de la famille Johnson afin
de trouver une concordance avec les 4 premiers moment de R. L’avantage de la famille de distributions
de Johnson est que leurs quantiles dépendent seulement des quantiles d’une variable aléatoire normale

standard.

11.1.4.3.3. L’approximation de Solomon-Stephens :

R peut étre démontré comme étant une combinaison linéaire de variables aléatoires y? non —
centrées indépendantes. Certains auteurs®, sur la base de Darticle de base de Solomon et Stephens
(1977)*, ont proposé une approximation de ces variables (%2 non —centrées) sur la base d’une variable
KiX*2, ou, K; et Kz sont 2 constantes, et X une variable aléatoire qui suit une distribution %2 avec un

degré de liberté qui reste toutefois a déterminer.

11.1.4.3.4. L’approximation de Saddle Point :

En recourant a la possibilité de représenter R en tant qu’une somme de polynomes de 2™ degré
de variables aléatoires normales indépendantes. Cette méthode commence par déterminer 1’expression
analytique de la fonction génératrice des moments. Puis, en utilisant la fonction génératrice des cumu-
lants, une approximation Saddle Point est utilisée pour approximer la fonction des queues de la distri-

bution de R et en déduire par la suite la VaR.

11.1.4.3.5. L’approximation basée sur la VaR en composante principale (PCVaR) :

Introduite par Brummelhuis et al (2002)*, cette approche (non élaborée pour des porte-
feuilles a I" > 0 a la base mais qui reste tout de méme valable, du moins a court terme, tant que
I’approximation quadratique est valable) consiste en une approximation de forme fermée de la

fonction de distribution cumulative. Cette approximation, ainsi que ses bornes inférieures et

43 M. Britten-Jones and S.M. Schaefer. Non-linear value-at-risk. European Finance Review, 2(2):161, 1999.

44 H. Solomon and Stephens M. A. Distribution of a sum of weighted chi-square variables. Technical report, 1977.
4 R. Brummelhuis, A. Cordoba, M. Quintanilla, and L. Seco. Principal component value at risk. Mathematical
Finance, 12(1):23-43, 2002.
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supérieures dans certains cas, est basée sur une approximation asymptotique des intégrales pour

fonctions quadratiques.

1.1.4.3.6. L’approximation via la transformée de Fourier :

Suivant Albanese et al (2004)*, la fonction caractéristique de R peut étre trouvée analytique-
ment en utilisant une représentation de R en tant que la somme de variables aléatoires y2 non —centrées.
D’ou, en recourant a la transformée rapide de Fourier, nous pouvons revenir a la fonction de distribution

de probabilité de R et donc la fonction de la queue et & la VaR.

11.1.4.3.7. L’approximation par la simulation Monte Carlo partielle :

Le recours a cette méthode permet d’estimer le quantile nécessaire au calcul de la VaR. Cette
méthode n’est pas paramétrique, toutefois, il ne s’agit pas non plus de la méthode Monte Carlo pure,
puisqu’il n’est pas nécessaire de recalculer la valeur du portefeuille aprés chaque tirage des facteurs de
risque. Cette méthode est donc seulement utilisée afin de calculer le quantile de 1’approximation para-

métrique du rendement R, en I’occurrence, Delta-Gamma.

11.1.4.3.8. L’approximation de Cornish-Fisher :

Cette méthode permet le calcul du quantile d’une variable gaussienne polynomiale mul-
tivariée. En recourant a cette approximation, nous pouvons évaluer les quantiles d’une variable
aléatoire en utilisant ses propres moments et les quantiles d’une variable gaussienne standard.
En d’autres termes, c’est une relation approximative entre la distribution d’une variable et ses
moments, en se basant notamment sur les séries de Taylor. Hull (2000)*" a utilisé cette approxi-
mation mais s’était arrété au 3°™ moment de la distribution bien que I’expansion de Cornish-
Fisher prend en compte tous les moments d’une distribution. D’autant que le 4°™ moment est
crucial pour le concept de la VaR, puisqu’il s’agit de détecter le caractére platicurtique, méso-
kurtique ou leptokurtique de la distribution (généralement les séries financiéres exhibent ce

dernier caractere) et donc I’épaisseur des queues de la distribution.

46 C. Albanese, K. Jackson, and P. Wiberg. A new fourier transform algorithm for value-at- risk. Quantitative
Finance, 4(3):328-338, 2004
47 J.C. Hull (2000), Options, Futures and Other Derivatives, Prentice Hall, Upper Saddle River, chapitre 14.
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Ces quatre 1° moments sont donnés par :

u = E[R]

o2 = E|(R - E|R])’]

__E (R - EIR])’|
Et enfin, ’

_ElEsR)]

Respectivement, la moyenne, la variance, le Skewness (coefficient de symétrie de la distribu-
tion) et le Kurtosis (coefficient d’aplatissement) de la variable aléatoire R.
Pour utiliser les mémes notations que tout a I’heure, les expressions du Skewness et du Kurtosis

nous aurons :

s = % [3A'2[3A + Tr((T)?)]

1 - ~
k = — [128'5T502A + 37r((T2)")]

L’expression de la VaR devient alors selon cette méthode :
VaR = A 2~ 1)) + (2 - 32,,) =~ (22,,% 52 l
VaR (p)tes1= — |+ 0’( 1-p T ( 1-p — )g) + ( 1-p — 1—p)ﬁ - ( 1-p — 1—p) 36

I s k s?
VaR (P)ens = —u+0(Z, + (2" = 1)) + (5, =32,)) 5~ (22,° - 52,) o=

Cette expression peut étre vue alors comme une inversion de 1I’expansion de Edgeworth ce qui

permet de calculer le moment de n’importe quel ordre, et non seulement les usuels. (Ce dernier

dérive la fonction genératrice des cumulants a partir de la fonction géneratrice des moments en

faisant un passage logarithmique).
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I1 est a noter qu’en n’utilisant que les 2 premiers moments nous retrouvons une distribution de
R adaptée a la loi normale.

Cette technique a été testée*® en recourant a différents nombres de moments. Il se trouve que
son avantage majeur, en plus de sa robustesse, soit sa rapidité. En effet, pour utiliser cette mé-
thode, il suffit de calculer les premiers moments de R. D’un point de vue pratique, aprés avoir
déterminé A et 7" pour le portefeuille en question, la problématique se résume au calcul des
différents moments, pour lesquels, les expressions analytique sont disponibles. En termes de
complexité d’opérations, il s’agit de sommes et de produits matriciels dont les dimensions sont

définies par le nombre des facteurs de risque.

11.L1.4.3.8.1. Limites de I'approche Cornish-Fisher :

Cette approche présente, du moins d’un point de vue théorique, un probléme de mono-
tonie. En d’autres termes, pour certaines valeurs de Skewness et de Kurtosis, et bien que ces
valeurs ne soient pas valables d’un point de vue pratique, le polynome n’est pas monotone.
Conséquemment, nous pouvons avoir théoriqguement des VaR (95%) > a des VaR (99%). Méme
si cette situation serait trés peu envisageable en pratique, la monotonie de cette approximation
reste tout de méme une limite.

Par ailleurs, cette approximation n’augmente pas en précision quand nous rajoutons des mo-
ments supérieurs. Ceci serait di a I’expansion d’Edgeworth sous-jacente qui pourrait ne pas
étre convergente pour toutes les distributions envisagées.

Enfin, un fait important 8 mentionner serait la non-pertinence de 1’approche de la méthode pour
les quantiles les plus élevés (99,9% par exemple). En effet, cette approche consiste a approxi-
mer le quantile de R en recourant a une forme polyndémiale de n degré du quantile d’une variable
normale standard. En termes mathématiques, I’approximation de la variable aléatoire R de la
forme P(N) ou P est un polynéme de degré n qu’on suppose étre croissant, et N une variable
aléatoire normale standard. Dés lors la fonction de distribution de probabilité de R est approxi-

mée par une autre de la forme :

1 e(_p_lz(X)z)

P'(P~1(x)) ~2m

48 S.R. Jaschke. The cornish-fisher expansion in the context of delta-gamma-normal approx- imations. Journal of
Risk, 4:33-52, 2002. Et S. Pichler and K. Selitsch. A comparison of analytical var methodologies for portfolios
that include options. Model risk, concepts, calibration, and pricing, 2000.
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D’ou, I’approximation de Cornish-Fisher dépend fortement du degré de P, et pourrait ne pas

étre exacte pour les queues de la distribution.
II.2. La simulation historique :

Initiée par Cabedo et Moya (2003b)*°, cette approche non-paramétrique a été dévelop-
pée afin de déterminer la VaR des mouvements quotidiens des prix du pétrole pour la période
entre 1992 et 1998. 1l est a noter que dans 1’approche originelle, puisque la simulation est en-
tierement basée sur les données historiques, aucune hypothése n’est émise concernant la distri-
bution des facteurs de risque, ainsi ¢’est la distribution empirique qui est prise en compte. Par
ailleurs, les auteurs ont séparé les rendements positifs et négatifs, permettant ainsi la prise en
compte d’un effet asymétrique de la distribution. En raison de sa simplicité, I’approche histo-
rique pour calculer la VaR fut la plus répandue dans le monde professionnel. Cette approche a
été utilisée dans un premier temps dans sa version la plus basique. Mais suite aux limites de ses
hypothéses simplistes, différentes améliorations ont été apportées par la sphére académique
pour remédier a celles-1a. Nous rapporterons a la fin de cette partie les développements les plus

éminents qui ont été faits dans ce sens.

[1.2.1. Méthodologie de I"'approche :

Pour la décrire d’une fagon intuitive, quoique non exempte d’un certain cynisme, cette
méthode consiste & « rejouer » le passe pour prévoir le futur. En d’autres termes, les évolutions
passées des facteurs de risque auront a se reproduire dans le futur, et ¢c’est ainsi que la valeur
future du portefeuille sera calculée.

Etapes de I’approche :
1. 1l faut choisir un certain nombre de facteur de risque X', . .., X", et ce pour pouvoir établir

I’évolution de la valeur des actifs qui composent le portefeuille, et ainsi le portefeuille lui-méme.

2. Une fois la premiére étape assurée, il faut passer a la seconde étape qui est le ceeur méme de
cette approche. Il s’agit de considérer la distribution empirique des pertes ou des pertes & profits

(P&L) du portefeuille pour un horizon temporel déterminé.

4 Cabedo J. David, Moya Ismael, 2003. Estimating oil price value-at risk using historical simulation approach.
Energy Economics 25, 239-253.
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Explicitement, et en gardant en vue I’hypothése de 1’indépendance des tirages, la série chrono-

logique historique des P&L (Pss+1)s et1, 1] €St exprimée ainsi :

P5,5+1 = V(X15+1, ey an+1) - V(Xls, ey an)

Ainsi la distribution empirique des P&L, et symétriqguement, celle des pertes, consiste en ces
observations pour un horizon temporel donné, s e [ t-T, t-1], ou t est la période actuelle, et T la
longueur de la période considérée.

Plus précisément, dans la plupart des simulations historique, la distribution empirique cumula-

tive G de (Ps,s+1 )s E[tT,t1]-

G(z) =

~| =

t-1
: : 1PS,S+12 z
s=1-T

La derniére étape consiste a estimer le quantile correspondant a la VVaR désirée. Ceci peut étre
effectué par le calcul direct du quantile (1- g) de la distribution empirique G, ou encore, en
recourant d’autres méthodes non-paramétriques telles que le bootstrap ou la théorie des valeurs

extrémes.

[1.2.2. Limites de I"'approche :

Le passé n’est pas forcément le meilleur estimateur du futur :

Bien-que toutes les approches reposent sur les données sur le passé, 1’approche historique se
base entiérement sur lui en calculant la VaR directement a partir des valeurs passées des facteurs
de risque. Il est vrai, par ailleurs, que ceci évite a I'utilisateur d’émettre des hypotheses sur la
distribution de rendement du portefeuille (approches paramétriques), ou encore d’imposer des
informations subjectives (le cas de I’approche Monte Carlo). Toutefois, pour revenir a I’article
de Cabedo et Moya (2003b), un opérateur sur le pétrole qui aurait basé son calcul de la VVaR sur
les données de I’échantillon de I’article en question, a savoir, entre 1992 et 1998, aurait eu a
faire face a des pertes beaucoup plus importantes que prévues durant I’augmentation de la vo-

latilité des prix entre 1999 et 2004 par exemple.

Les tendances du marché :
L’approche historique suppose que toutes les observations passées ont la méme importance lors

du calcul de la VaR. En d’autres termes, des observations datant de 1992 affecterait la VaR de
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la méme fagon que les données de 1998. Cette hypothese centrale de 1’approche historique pause
probléme du moment qu’elle néglige les faits stylisés des innovations du processus des facteurs
de risque (autocorrélation, régime et concentration de volatilité...). En effet, toute innovation
est supposée apporter une information nouvelle concernant les conditions du marché. Une der-
niére remarque que nous pouvons émettre, c’est le choix de la fenétre temporelles depuis la-
quelle les données seront tirées, il est certain qu'une VaR calculée sur la base d’un horizon qui

inclut une crise financiére ne sera pas la méme que par ailleurs.

Apparition de nouveaux actifs ou de nouveaux risques :

Quoique cette critique puisse étre rapportée aux différentes méthodes de calcul de la VaR, I’ap-
proche historique est la moins & méme de combler cette carence du fait qu’elle est historique
ipso facto. L histoire financiere est pleine d’exemple de ce phénomeéne. Libéralisation des taux
de change, financiarisation et dé-financiarisation de I’or, crise pétroliére, apparition de 1’écono-

mie du numérique...

Pour conclure, il est vrai que 1’approche historique soulage son utilisateur du fardeau des hy-

pothéses a émettre quant aux distributions des différents facteurs de risque, mais symétrique-

ment que le futur est d’une certaine fagon recommencent du passé, méme si ce passé inclut des

évenements extrémes. Cette hypotheése est difficilement défendable dans un environnement ou

les risques sont volatils et ou des changements structurels peuvent survenir a tout moment.

[1.2.3. Extensions dans la littérature :

Surpondérer le passé le plus récent :

Boudoukh et al (1998)% ont présenté une variante de la simulation historique ou ils accordent
plus d’importance aux données récentes en utilisant un facteur de pondération donné. Cette ex-
tension, appelée communément BRW, au lieu de donner le méme poids a toutes les données
historiques, accorde plus d’importance aux observations les plus récentes. L’article de référence
s’est basé sur des observations immédiatement subséquentes au crash d’octobre 1987. Alors que
I’approche standard n’affichait pas au lendemain du crash un changement de la VaR puisqu’elle
lui accorde la méme pondération que toutes les autres observations, la VaR selon I’approche de

BRW s’est trés vite ajustée par rapport a cette innovation et a reflété la taille du crash.

9 Boudoukh, J., M. Richardson and R. Whitelaw, 1998. "The Best of Both Worlds," Risk, v11, 64-67.
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o Combiner la simulation historique aux modeles de séries temporelles :
Dans I’article de base qui avait introduit la simulation historique (voir ci-haut), les auteurs ont
suggéré le recours aux modéles de séries temporelles pour ajuster la VaR de maniére a inclure
les innovations du processus de la VaR. En effet, c’est un modeéle ARMA qu’ils ont proposé
afin d’établir une prévision a degré de significativité de 99%. Il s’en est suivi une VaR bien
mesuré a 98.8% contre 97,7% suivant I’approche non ajustée. Ceci est di a la sensibilité du

modeéle au changement de la variance du prix de pétrole.

e L’incorporation du régime de volatilité :

Hull et White (1998b)°! ont suggéré différentes méthodes pour incorporer les effets de change-
ment de régime de la volatilité dans 1’approche de simulation historique. Pour les actifs qui
exhibent une volatilité actuelle plus importante que 1’historique, ils ont proposé un ajustement
par un facteur scalaire. Ledit facteur n’est que le rapport entre ces derniéres. Par exemple, si la
volatilité actuelle est de 0,9% alors que celle des derniers 20 jours n’est que de 0,6%, le facteur
scalaire sera de 1.5. Un rendement de 1% durant cette journée sera tout simplement porté a
1.5%. Toutefois, leur approche requiert une estimation de la volatilité actuelle qui est désormais
stochastique. Pour ce faire, les auteurs ont eu recours dans leur article a une modélisation
GARCH.

Notons que toutes ces extensions ont traité le probléme de la pondération des observa-
tions de I’approche classique. Mais aucune d’elles n’a proposé une solution afin de prendre
compte les risques non envisagés dans 1’horizon historique choisi pour établir la simulation
(une crise qui peut se reproduire par exemple, du moins en termes d’ampleur). Enfin, le fait
qu’il y ait possiblement des changements structurels dans les fondamentaux du marché ou éco-
nomique, ce qui biaise les résultats, n’a lui aussi, pas vu de remede dans le cadre de cette ap-

proche, et des pistes de recherche sont toujours d’actualité dans ce sens.

II.3. L'approche de simulation Monte-Carlo :

La seconde approche non-paramétrique pour estimer la VaR est la simulation Monte
Carlo. En plus de la méthodologie classique qui consiste a déterminer un quantile donné a partir
de la distribution des rendements d’un portefeuille, cette approche permet aussi de se focaliser

sur la probabilité de perte excédant un certain seuil au lieu de consideérer toute la distribution.

SUHull, J. and A. White, 1998, Incorporating Volatility Updating into the Historical Simulation Method for Value
at Risk, Journal of Risk, v1, 5-19.
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[1.3.1. Description de la méthode :

Les deux premiéeres étapes sont les mémes que celles de 1’approche paramétrique Va-

riance-Covariance qui consistent a identifier les facteurs de risque de marché qui affectent les
actifs du portefeuille et de les convertir en des instruments standards. En effet, la différence
réside dans la troisieme étape. Au lieu de calculer les variances et covariances entre les facteurs
de risque a partir des données disponibles, c’est un processus de simulation qui est établie, ou
la distribution de chaque facteur de risque est spécifiée, ainsi que la structure de dépendance
qui fait que ces facteurs évoluent conjointement. L’avantage majeur de cette approche est
qu’elle permet a son utilisateur de supposer une distribution alternative a la normale. De plus,
elle permet de faire des modifications et des ajustements additionnels selon les jugements sub-
jectifs de I'utilisateur.
Une fois les distributions et les structures de dépendance spécifiées, le processus de simulation
prend lieu. A chaque pas, les variables simulées prennent des valeurs qui permettent de calculer
la valeur du portefeuille. Ce processus itératif est répété un nombre considérable de fois (au
minimum 10 000 fois), surtout que la vitesse de convergence des parametres selon cette ap-
proche est faible. Ainsi, pour 10 000 simulations, apres avoir été classées dans un ordre crois-
sant, la VaR (99,9%) consiste & la 10°™ plus petite valeur (10°™ plus grande perte).

Pour illustrer formellement cette méthode, 1’approche Monte Carlo la plus basique con-
siste a adapter une distribution de probabilité f aux facteurs de risque identifiés. Ceci est faisable
en procédant un M tirages de nouvelles valeurs des facteurs de risque (X'w1, ..., X"w1) qui
seront notes :

(XM, ..., XMMyg) avec 1Sm<M

Ensuite, sur la base de ces tirages, une évaluation du portefeuille est établie pour chaque si-

mulation m. Les P&L seront donc calculés selon la formule suivante :
P™ 1 = VXM, 0oy X)) - VX, L, X))
C’est ce processus en fait qui est chronophage et qui constitue la lourdeur principale de cette

méthode. Une fois cette étape accomplie, le quantile visé est déterminé a partir de la distribution
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empirique des P&L, en I’occurrence les P™+1. Une autre maniére de déterminer le quantile
visé est de recourir a la théorie des valeurs extrémes. Par ailleurs, dans le cas de détermination

d’un quantile empirique, il s’agit d’établir une simulation Monte Carlo afin d’estimer une

moyenne de la forme P (P<z) = E (1(r<2) ou P est la variable aléatoire qui prend les P&L.

1.3.2. Evaluation de I'approche :

Cette approche consiste en une simulation selon des parametres et des hypotheses sur
les distributions des facteurs de risque, ainsi que sur la structure de dépendance entre ces fac-
teurs. Il en résulte alors que les résultats ne peuvent jamais surpasser les hypothéses émises, et
donc les limites imposées selon le jugement de 1’utilisateur, quoique certains utilisateurs aient
recours aux données historiques pour déterminer les distributions a supposer.

Par ailleurs, plus le nombre des facteurs de risque augmente, plus la structure de leurs dépen-
dances devient complexe, et plus la simulation Monte Carlo devient difficile, lourde et chrono-
phage.

Pour finir, la puissance de cette approche peut étre vue en contraste avec les autres approches.
En effet, contrairement a I’approche paramétrique classique (sans extension ni modeles d’ap-
proximation) qui se base sur des hypothéses non realistes, notamment la normalité des proces-
sus des facteurs de risque, la simulation Monte Carlo permet de recourir a d’autres distributions
afin de déterminer les quantiles visés. Par rapport a I’approche historique maintenant, il est vrai
que la simulation Monte Carlo commence recourt aux données historique aussi, toutefois elle
est plus permissive, donnant la possibilité d’apporter des modifications sur la base de jugements
subjectif et d’informations permettant une meilleure prévision des distributions de probabilité.
En dernier lieu, cette approche est trés bien adaptée aux portefeuilles complexes comportant
des actifs complexes, tels que les options et les Callable/Puttable Bonds.

[1.3.3. Extensions dans la littérature :

Les travaux de recherche qui ont traité la simulation Monte Carlo se sont généralement intéres-
sés a sa lourdeur computationnelle. En effet, pour en donner un exemple, si nous considérons
15 taux d’intéréts (facteurs de risque) qui constituent une courbe de taux donnée, qui prennent

chacun 4 valeurs possibles, pour effectuer une simulation compléte il faudrait 4° pas, c’est a

60



dire 1 073 741 824 itérations. D’ou, des techniques de réduction de nombre de simulation ont

été développées.

e Simulation de scénarios :

Un des moyens de réduire la lourdeur de la mise en place de la simulation Monte Carlo
est définir des scénarios discrets pour lesquels la simulation sera établie.
Fry (1997)% a suggéré une approche qui peut étre utilisée pour développer un certain nombre
pré spécifié de chocs qui va vont étre appliqué au systeme analyse.
De leur c6té, Jamshidan et Zhu (1997)% ont suggéré de commencer par rétrécir le nombre de
facteurs de risque en recourant a I’analyse en composante principale effectuée sur les données
historiques. Au lieu donc, de laisser chaque facteur de risque prendre toutes les valeurs poten-
tielles, c’est seulement une combinaison de ces facteurs qui prendra les valeurs des scénarios

pour arriver a la simulation visée

¢ Modification sur la base de la methode Variance-Covariance :

Le principal attrait de 1’approche Variance-Covariance est sa rapidité. En effet, si la
distribution de la probabilité est supposée normale, la VaR d’un portefeuille est obtenue en
quelques minutes. Par ailleurs, la simulation Monte Carlo est tres flexible, puisqu’elle permet
différentes hypothéses quant aux distributions des facteurs de risque, par contre elle est lourde
a établir. Glasserman et al (2000)>* ont proposé une technique qui utilise I’approximation de la
méthode paramétrique pour guider le processus d’échantillonnage de la simulation Monte Carlo.
Gréace a cette technique ils ont pu apporter un gain de temps substantiel sans aucune perte de
précision. C’est donc un gain en termes d’exigence de calcul tout en gardant la puissance et la

précision de la méthode Monte Carlo.

52 Frye, J., 1997, “Principals of Risk: Finding Value-at-Risk Through Factor-Based Interest RateScenarios.” Na-
tionsBanc-CRT.

33 Jamshidian, Farshid and Yu Zhu, 1997, “Scenario Simulation: Theory and Methodology.” Finance and Stochas-
tics, v1, 43-67.

3 Glasserman, P., P. Heidelberger and P. Shahabuddin, 2000, Efficient Monte Carlo Methods for Value at Risk,
Working Paper, Columbia University.
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Conclusion :

Nous avons pu dans cette partie introduire le concept de la Value at Risk, son
origine, ses forces et faiblisses, ainsi que les différents approches pour son calcul, a
savoir les différentes approches paramétriques, et non paramétriques ou encore semi-
paramétriques. Nous avons vu, que la VaR est un concept qui associe, et les distributions
de probabilité, et les mesures de volatilité. Le souci est que, dans le monde des prati-
ciens, les distributions ne sont pas normales, les quantiles sont donc difficiles a appré-
hender. La méme difficulté se retrouve avec la volatilité qui n’est pas constante dans le
temps. Indiquons au passage que la volatilité réalisée n’est malheureusement pas obser-
vable. De ce fait, une approximation exacte de ces 2 parametres est essentielle au calcul
de la VaR. C’est justement ’objet du 3°™ chapitre de ce mémoire qui vise & présenter
une approche qui pallie aux difficultés énumérées en prenant en compte, et la dimension
probabiliste, essentielle pour la mesure des risques extrémes, et la dimension de la vo-
latilité, pierre angulaire du calcul des risques et pilier des décisions d’investissement et

de gestion d’actifs.
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Introduction :

Dans ce chapitre nous avons fait la jonction de tout ce qui a été présenté dans les 2 chapitres
précédents. En effet, nous avons procedé au calcul de la VaR et a la construction de portefeuilles
politiques, abordés respectivement dans le second et le premier chapitre du présent travail. Par
ailleurs, nous avons introduit dans ce chapitre les différents modeles de volatilité auxquels nous
avions eu recours afin d’estimer correctement ladite volatilité. Ceci a été fait en accord avec les
concepts probabilistes présentés plus haut. Nous avons, donc, sélectionné certains benchmarks
de titres a revenus fixes afin de conduire nos différentes estimations. En effet, dans ce chapitre
nous avons considéré les points les plus importants soulevés plus haut, a savoir, une appréhen-
sion correcte du risque, et une approche dynamique qui permette a 1’investisseur d’avoir une
position plus au moins flexible pour qu’il puisse s’ajuster en temps opportun. Cet ajustement
peut étre considéré en tant qu’une opportunité a saisir, ou une menace a éviter. C’est ce dernier
cas qui nous importe le plus, du fait méme que 1’allocation stratégique d’actifs est une approche
qui vise a suggérer a I’investisseur une composition politique qui va en accord avec ses con-
traintes et son profil de risque. Or, 1’on sait pertinemment que la réalité des marchés évolue
d’une période a ’autre. De ce fait, un suivi adéquat doit étre effectué aux moyens d’une dé-
marche qui soit solide et stable, deux facteurs essentiels pour qualifier de réaliste quelque ap-

proche que ce soit.
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. Présentation et analyse pré-estimation de I’échantillon :

Pour I’étude empirique de ce travail nous avons sélectionné 9 Benchmarks largement
reconnus et utilisés par les praticiens, en 1’occurrence ceux de Merrill Lynch Bank of America.
5 de ces benchmarks visent les titres gouvernementaux, ou encore, “sovereign” libellés en
USD. lls couvrent les segments de maturité allant de 0 & 10 ans sur la courbe des taux par termes
US. Les 4 autres visent un univers plus large afin de pouvoir tirer avantage des effets de diver-
sification lors de la construction de portefeuilles. Il s’agit de benchmarks qui procurent une
exposition sur des produits plus risqués ou moins liquides que les titres gouvernementaux, ou

encore qui visent une exposition sur le taux d’intérét réel (des produits liés a I’inflation).

L’échantillon est composé de 164 observations mensuelles de rendements, fournies par la
banque centrale de Tunisie a partir de la base de données Bloomberg et couvre une période
d’étude qui s’étale de février 2004 a septembre 2017.

Nous avons par ailleurs laisse de cdté 13 observations hors échantillon afin de pouvoir juger la
qualité de prévision des modeéles estimés. De ce fait, 151 observations ont été utilisées pour
I’estimation des mod¢les.

Nous avons utilisé aussi, quoique d’une fagon marginale, la courbe des taux spot US pour la

méme période indiquée et & partir de la méme source.

Tableau 1 : Récapitulatif des Benchmarks

Benchmark Ticker Description
US Govt 0-1Y GOQA Ces benchmarks offrent une exposition sur le risque du trésor amé-
US Govt 1-3Y G102 rjcain selon la maturité. Ensemble ils offrent une exposition sur les
US Govt 3-5Y G202  rendement des titres du trésor américain sur des maturités allant de
US Govt 5-7Y G302 0 a 10 ans sur la courbe des taux US, en la divisant en autant de
US Govt 7-10Y Ga0p  Segments que leur nombre.

Ce benchmark représente le rendement sur le taux d’intérét réel de
la dette gouvernementale. Il offre une couverture contre Il'inflation

US TIPS1-5Y GVal grace a l'ajustement périodique du principal et du coupon des titres
qui y sont inclus par I’IPC.
US Agency 1-3Y G1PO Ce benchmark représente le rendement des agences gouvernemen-

tales américaines, hormis le trésor et les municipalités.

Ce benchmark suit la performance des crédits résidentiels US a taux
US MBS Master MOAO fixes émis par des entreprises sponsorisees par le gouvernement US
(ex. Ginnie Mae, Freddie Mac...).

Ce benchmark représente le rendement de la dette des entreprises
US Corp AAA 1-3Y C1A1 US notées AAA avec une maturité restante entre 1 et 3 ans.
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Tableau 2: Durations des benchmarks

USO0-1Y US1-3 USS35 US5-7 US7-10 TIPS1-5 Ageyl-3 MBS  Corp
Moyenne 05125 1,8242  3,7679 52775  7,2624  2,2254 1,6799 3,6098 1,9621

Médiane 0,5130 11,8700 3,8125 55335  7,4960  2,2835 1,6805 3,6790 1,9440
Min 0,4630 11,6310 3,4970 4,3500 6,3620  0,4020 1,4400 1,2300 1,6820
Max 0,5630 1,9370  3,9140 56890  7,7500  4,1410 1,8710 5,5730 2,6080
Obs. 164 164 164 164 164 164 164 164 164

Source : Bloomberg, Bangue Centrale de Tunisie, notre propre analyse.

La table 2 nous donne une idée la maturité moyenne de chaque benchmark. La duration en tant
gue mesure de risque déterministe indique le niveau de risque inhérent au mouvement de la
courbe des taux supporté par I’investisseur. De ce fait, la duration est une fonction croissante
de la maturité moyenne des benchmarks. Par ailleurs, nous avons eu aussi les séries des con-

vexités desdits benchmarks.

[.1. Statistiques descriptives :

Tableau 3: Statistiques descriptives de I’échantillon

USO-1 US1-3 US3-5 US5-7 US7-10 TIPS1-5 Agyl-3 MBS Corp

Mean 0,0012 0,0017 0,0028 0,0035 0,0040 0,0024 0,0019 0,0034 0,0022
Median 0,0005 0,0013 0,0031 0,0040 0,0034 0,0017 0,0016 0,0028 0,0018
Maximum 0,0079 0,0174 0,0349 0,0549 0,0802 0,0283 0,0186  0,0399  0,0215
Minimum -0,0005 -0,0096 -0,0282 -0,0331 -0,0425 -0,0567 -0,0092 -0,0174 -0,0299
Std. Dev. 0,0016  0,0037 00000 0,0130 0,0177 0,0092 0,0035 0,0074  0,0052
Skewness 15594 09412 0,304 0,1211 0,3204 -1,3619 1,3455 0,3988 -0,5519
Kurtosis 5,0283 6,7086  4,6397 43483 4,8934 12,8448 83604 6,2730 12,9369

Jarque-Bera 94,5797 118,1975 18,8382 12,8236 27,3019 712,9869 245,8346 77,5477 683,0682
Probability 0,0000 0,0000 0,0001 0,0016 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

Obs. 164 164 164 164 164 164 164 164 164

Source : Notre propre analyse avec le logiciel Eviews.

Ce que nous pouvons remarquer de prime abord, c’est la non-normalité de nos series. En effet,
la loi gaussienne présente une skewness et une kurtosis, respectivement de 0 et 3. Pour notre
échantillon, tous les coefficients d’asymétrie (skewness) sont différents de 0, et présentent une
dissymétrie positive. De plus les coefficients d’aplatissement (kurtosis) sont différents de 3, les
distributions des séries etudiées sont donc leptokurtiques et présentent de ce fait des caractéris-
tiques bien spécifiques.
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Toutefois, nous allons suivre une déemarche plus méthodique, celle développée par Jarque et
Bera (1982)%. Cette approche a ’avantage de nous indiquer a quel niveau de confiance nous

pouvons accepter, ou rejeter, I’hypothése de normalité.

|.2. Le test de Jarque-Bera :

Nous devons rappeler que I’hypothése de normalité des termes d’erreur joue un role
important dans les estimations de modeles de séries temporelles, puisqu’elle permet de préciser
la distribution statistique des estimateurs, et de ce fait, détermine notre capacité a les interpréter.
Le test Jarque-Bera se base sur I’utilisation de la skewness et de la kurtosis (qui doivent égaler
respectivement 0 et 3 dans le cas de la loi normale). Ce test repose sur le fait que si la distribu-
tion suit une loi normale, la statistique de JB doit étre inférieure a la valeur de la table Khi-deux
a deux degré de liberté (5.99). Le test Jarque-Bera est un test d'hypothése qui cherche a déter-

miner si les données suivent une loi normale ou non. Nous avons :

e Ho: Les données suivent une loi normale.

e Hi: Les données ne suivent pas une loi normale.

L’expression de la statistique s’énonce ainsi :
n—k+1

/B G

52 1C 3)?
(s 47(C-3)

n = Nombre d'observations

k = Nombre de variables explicatives si les donnees proviennent des résidus d'une régres-
sion linéaire. Sinon, k=0.

S = Coefficient d'asymétrie de I'échantillon testé.

C = Kurtosis de I'échantillon testé.

Nous pouvons tres bien voir dans le tableau 3 que toutes les valeurs calculées du test Jarque-
Bera sont largement supérieures a la valeur critique de 5.99 ce qui nous conduit a rejeter 1’hy-

potheése nulle qui teste la normalité des distributions.

» Jarque, C.M. and, Bera A K, A test for normality of observations and regression residuals, Int. Statis-
tical Review , 55, (1987), 163 — 172.
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Par ailleurs, dans le tableau 3, la ligne « probability » indique le niveau de confiance avec lequel
nous pouvons accepter Ho. Ceci indique que les distributions de probabilité des séries étudiées
présentent des queues épaisses, ce qui nous renseigne sur la présence de mouvements extrémes
assez fréquents et d’un effet ARCH (Autoregressive Conditional Heteroscedasticity) qui sera

testé et validé par des tests élaborés a cet effet.

|.3. Stationnarité, racine unitaire et racine explosive
[.3.1. Notion de la stationnarité :

Une série temporelle (chronologique ou chronique) est constituée par une suite ordon-
née d'observations X, t=1.... T.
Les modeles de séries temporelles sont utilisés lorsque nous avons besoin d'effectuer des pre-
visions a court terme et lorsque les enjeux de cette prévision sont économiquement importants.
La méthode d'analyse des series temporelles consiste a rechercher dans I'historique d'une va-
riable des valeurs susceptibles de prévoir son futur. Pour que cette démarche ait un sens pour
la prévision, il est nécessaire que le processus présente une certaine stabilité voire une certaine
stationnarité.
Une série temporelle ou un processus stochastique X: est dit stationnaire si son espérance est

constante, sa variance est finie et sa covariance est indépendante du temps :
. E(x) =u

=(x) < ¥

Cov(Xt,XI_s) =d s=123.¥

Ces trois conditions sont a la base de la définition de la stationnarité du second ordre ou de la
stationnarité au sens faible. Elles permettent a la série temporelle X de fluctuer autour de sa
moyenne.

L'exemple le plus simple d'un processus stationnaire est le processus de bruit blanc(e;) ou les

& sont indépendantes et de méme loi, la loi normale : N (0, 62). Il en découle que :
* E(g)=0
* E(¢)=var(g)=s"

* Cov (6,6.)=E (€,8)=0
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La non-vérification des trois conditions traduit la non-stationnarité de la série (c’est-a-dire la
présence de racines unitaires). Il faut donc la différencier autant de fois que nécessaire pour la
rendre stationnaire. Le nombre de différenciation a opérer sur la série est édicté par le nombre
des racines unitaires qui la caractérisent.

Ainsi, un processus est dit intégré d'ordre p, I(p), s'il doit étre différencié p fois avant d'étre
stationnaire.

L'exemple le plus simple d'une série non stationnaire est la marche aléatoire :

X=X.*8

Avec g : un terme aléatoire stationnaire

La différence premiére de X est stationnaire (DXI =X-X.,= E{)

Le processus X est donc intégré d'ordre 1, I(1).

[.3.2. Test de la stationnarité

Plusieurs tests de racines unitaires ont été proposés afin de tester la stationnarité des
séries temporelles. Le test le plus utilisé est le test de Dickey et Fuller (1979)°° qui a pour objet
de tester I'nypothése nulle de processus non stationnaire contre I'nypothése alternative de pro-
cessus stationnaire. Son intérét est ainsi de renseigner sur la nécessité de différencier la série
étudiée.

Trois types de modeles auto régressifs d'ordre 1 AR (1) sont alors envisages :

- Modeles sans constante ni tendance : DX, =/ X.,t€ (1)
- Modéle avec constante : DX, =a,+/ X..*t8 ()
- Modéle avec constante et tendance: DX = g, +bt+/ X ,+e (3)

Avec & sont indépendantes et identiquement distribuées (iid).
Et / =7 - 1 (p estle coefficient de corrélation entre X1 et Xj).

Il est & noter que :

Si-1</ <1 (r <O) alors le processus est stationnaire.
Si j/ =1 (r =0) alors le processus suit une marche aléatoire/

%6 Dickey, D.A., Fuller, W.A., 1979. Distribution of the estimators for autoregressive time series with a unit root.
Journal of the American Statistical Society 75, 427—431.
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Sij>1 (r >O) alors le processus est explosif c'est-a-dire s'il débute en un certain point, sa

variance s'accroit continuellement avec le temps et tend vers I'infini.

Les trois modeles présentés ci-dessus sont restrictifs dans la mesure ou ils envisagent unique-
ment I'existence d'une structure AR (1) et ils supposent que les termes d'erreurs sont des bruits
blancs.

La généralisation au cas d'un processus AR (p) conduit au test de Dickey-Fuller augmenté
(ADF). Les modeles (1), (2) et (3) deviennent alors :

DX, =/ X.. +i/. X tg (1.1)
DX, =a,+/ X+ 2 X, 4 ey
DX =, +5,+] X, +3) X, +8 @)

Il est a remarquer finalement que les statistiques du test Dickey-Fuller initialement congues

pour les modeles (1), (2) et (3) demeurent valables méme si les résidus de la régression (&) ne

sont pas i.i.d. Il suffit, pour les blanchir (pour les rendre des bruits blancs) de choisir le nombre
de retard (p) dans les trois modeles ci-dessus.

Dickey et Fuller (1981)° ont tabulé la distribution exacte du test des racines unitaires pour des
échantillons finis. Ainsi, si la statistique ADF observée est inférieure en valeur absolue a la
statistique ADF tabulée ou critique alors la série étudiée n'est pas stationnaire en niveau mais
elle peut I'étre moyennant un certain nombre de différenciation. Une telle caractéristique cons-
titue un avantage pratique important en faveur du test des racines unitaires par rapport aux
autres tests de la stationnarité.

Par ailleurs, le test ADF nécessite la détermination de I'ordre de retard optimal h* en se basant
sur des critéres statistiques d'informations tels que :

- Le critére d'Akaike (Aic) : il consiste a retenir I'ordre de retard qui minimise la fonction

suivante : Aic (h) = LOg(SCRh)_{Z_hj
n n

- Le critéere de Schwartz (Sc) : il consiste aussi a retenir I'ordre de retard qui minimise la

fonction suivante :

n n

Sc(h) = log{SCRhHh'OQ(”)}

>7 David Dickey and Wayne A Fuller, Econometrica, 1981, vol. 49, issue 4, pages 1057-72
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Tableau 4: Test de Dickey-Fuller augmenté

Prob. Lag Obs
US 0-1 0.0745 1 162
UsS 1-3 0.0000 1 162
UsS 3-5 0.0000 0 163
US 5-7 0.0000 0 163
US 7-10 0.0000 0 163
TIPS 1-5 0.0000 0 163
US AGY 1-3 0.0007 3 160
US MBS 0.0000 2 161
AAA 1-3 0.0107 5 158

Source : Notre propre analyse avec le logiciel Eviews.

Les résultats de la table 4 présentent les probabilités d’accepter I’hypothése nulle a savoir, pré-
sence de racine unitaire. Nous pouvons remarquer que pour la série US 0-1, I’hypothése de
stationnarité ne peut étre acceptée qu’a un degré de confiance de 10%. Nous allons donc con-
duire le test non paramétrique Phillips-Perron (1988)°8 qui suit les mémes étapes que celles du
test Dickey-Fuller. Toutefois, suite a une correction non paramétrique, ce test est plus permissif
quant a I’hypothése émise sur la nature du processus de ’erreur, cas d’erreurs a processus

moyenne mobile (MA) notamment.

Tableau 5:Test de Philips-Perron

Séries Prob. Bandwidth Obs.
US 0-1 0.0135 4.0 163
usS 1-3 0.0000 7.0 163
US 3-5 0.0000 5.0 163
US 5-7 0.0000 5.0 163
US 7-10 0.0000 5.0 163
TIPS 1-5 0.0000 4.0 163
US AGY 1-3 0.0000 7.0 163
US MBS 0.0000 7.0 163
AAA 1-3 0.0000 2.0 163

Source : Notre propre analyse avec le logiciel Eviews.

Les résultats de la table 5 indiquent que nous pouvons accepter I’hypothése de stationnarité sur

toutes les series avec un risque de premiere espece de 1%, hormis la variable US 0-1 pour

%8 pPhillips, P. C. B.; Perron, P. (1988). "Testing for a Unit Root in Time Series Regression”. Biometrika. 75 (2):
335-346
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laguelle la probabilité est de 1.35%. Nous pouvons des lors commencer a analyser la nature des

processus suivis par les séries etudiées.

Il. Estimation et actualisation de la volatilité :

[I.1. Définition du processus :

Si nous définissons la volatilité d’une variable de marché on pour la journée n, estimée
a la fin de la journée n-1. Cette volatilité élevée au carré, o®,est la variance. Si maintenant nous
définissons ui le rendement a capitalisation continue de la variable de marché S; (entre i-1 et i),

formellement :

Et I’estimation sans biais de la variance quotidienne, o, en utilisant les observations les plus

récentes de uj sera:

1 m
0-1% = m— 12(“11—1 - a)z
1=

Avec u la moyenne des u;:
m
e
u=— ) (u,_
m s n—1
=1

Pour une finalité pratique, et afin de surveiller la volatilité quotidiennement la formule du ren-
dement est changée en tant que pourcentage de changement de la variable du marché entre i-1

eti, ainsi :

u est supposé nul, et enfin m-1 et remplacé par m (ce qui nous fait passer d’une estimation sans
biais a un estimation de maximum de vraisemblance). Ces petits changements modifient
quelque peu les résultats des estimations, mais permettent par la suite une simplification consi-

dérable du développement des formes analytiques.
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La variance devient alors tout simplement :
1 m
2 2
Of =— ) Uh_;
S
=1
[I.2. Actualisation de la volatilité et le modeéle ARCH (m) :
L’équation précédente accorde un méme poids a toutes les observations passées de u?i.

Puisque notre objectif est d’estimer le niveau actuel de la volatilité, il serait donc plus commode

d’accorder une prépondérance aux observations les plus récentes. Formellement :

m
2 _— 2
On = § AiUp—;

=1

La variable a; est définie en tant que le poids accordé a I’observation i jours en arriere. Les a;
sont par ailleurs tous positifs. Si maintenant nous choisissons a; < a; sii > j, alors les obser-
vations les plus anciennes seront moins considérées que les plus récentes. Par ailleurs, il faut

que la somme des a; soit égale a 1.

m
Zdi:l

i=1

Si maintenant nous supposons qu’il existe une moyenne de la variance long-terme a laquelle

nous devons accorder une certaine pondération, le modeéle devient :
m
2 2
Op = VVL + z aiUp—;
i=1

ou V,, est la moyenne de la variance de long-terme et y le poids accordé a V.. Puisque la somme

des pondérations doit étre égale a 1, nous aurons désormais :

m
)/+Zal-=1
i=1
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Ce modele est plus connu sous le nom de ARCH (m). Suggéré par Engle (1982)%, I’estimation
de la variance est effectuée sur la base de la moyenne long-terme de la variance et des m der-
niéres observations. Plus 1’observation est ancienne, moins de poids elle aura.

Si nous définissons w = yV,, le modéle s’écrit alors ainsi :

i=1

I1.3. Le processus Moyenne Mobile Exponentielle (Exponentially Weighted Moving
Average - EWMA) :

Le processus « moyenne mobile exponentielle » (EWMA par la suite) est un cas parti-
culier du modéle a équipondéré, ou les a; diminuent exponentiellement pour les observations
les moins récentes. Dans ce schéma a;,; = Aa;, ou A est une constante définie entre 0 et 1.

La forme générale de ce modele est tres simple et s’énonce comme suit :

of = Ay + (1 - Dui_,
L’estimation de la volatilité ;2 pour la journée n, (établie a la fin de la journée n-1) est calculée
a partir de o2_; (cette estimation étant faite a la fin de la journée n-2). Pour comprendre la
logique de ce processus itératif qui débouchera sur la forme générale, il suffit de suivre I’en-
chainement suivant :

of = MAog_, + (1 = Duji_,]1 + (1 - Dui_,

Ou encore,

or = (1 =D(uap_y + Aup_y) + 1205,

En faisant la méme chose avec a2_, nous aurons :

02 =1 -l +z_, + 12uz_3) + A3c2_,

En continuant ce processus m-1 fois nous aurons,

% R. Engle ‘‘Autoregressive Conditional Heteroscedasticity with Estimates of the Variance of UK Inflation,”’
Econometrica, 50 (1982): 987—1008.
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m
g2=(01-2) z A2+ AMe2_,
i=1

Pour des valeurs importantes de m le terme A™a;2_,,, devient négligeable, nous retrouvons alors

la forme précédente :

Avec a; = (1 — )AL

Les poids de u; diminuent avec un taux A a chaque fois que nous remontons le temps. Chaque
poids est donc, A fois le poids précédant.

L’attrait de cette approche est de ne pas exiger un nombre important d’observations passées. A
chaque pas, nous aurons seulement besoin de I’estimation actuelle de la variance ainsi que 1’ob-
servation la plus récente de la variable sur le marché. Quand cette derniere est observée, le
nouveau pourcentage de variation est calculé, ainsi en recourant a la premiére formule du mo-
dele EWMA, nous aurons I’actualisation de la variance selon cette approche. L’ancienne esti-
mation de la variance et I’ancienne observation de la variable du marché devenant ainsi super-

flues.

Cette approche a été élaborée pour suivre le changement de la volatilité de la variable de mar-
ché. Par exemple, si en n-1, le changement de la variable u?,.; est important, la nouvelle esti-
mation de la variance et donc de la volatilité sera corrigée a la hausse. La réactivité de ’esti-
mation dépend en effet de la variable A. Si cette derniere est faible, un poids important va étre
affecté & la variable u?y.1. Ainsi, méme I’estimateur lui-méme sera fortement volatil. Inverse-
ment, un A élevé (proche de 1) produit des estimations qui répondent avec une faible réactivité
a la nouvelle information apportée par le pourcentage de changement ui.

L’approche de la base de données RiskMetrics® a opté pour un coefficient A = 0.94 pour mettre
a jour les estimations de la volatilité. Ceci est supporté par le fait que les auteurs de ladite
approche ont trouvé 1’évidence que cette valeur produit les estimations les plus proches des

variances réalisées pour différentes variables de marche.

%0Cf. IPMorgan, RiskMetrics Monitor, Fourth Quarter, 1995
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[I.4. Le modele GARCH (1,1) — (Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedasti-
city) :

Ce modéle proposé par Bollerslev (1986)%* présente une simple différence avec le modéle
EWMA. En effet, GARCH (1,1) prend en considération dans son estimation la moyenne de la
variance long-terme V; en plus de g,,_ et de u,,_4.

Formellement le mode¢le GARCH (1,1) s’énonce comme suit :
of =YV, +auf_y +Boi_,

OU y est le poids assigné a Vet a le poids assigné a u2_, et enfin 8 est le poids assigné

a o_,. Une condition de stationnarité du processus est que la somme des pondérations doit
étre égale a ’'unité. y + a + § = 1.

Ainsi le modéle EWMA est un cas particulier du GARCH (1,1)ouy =0,a =(1—A)etf =
A

Pour revenir a la notation (1,1), le premier 1 désigne que o2 est parti du retard le plus récent
sur u? tandis que le second 1 indique qu’il s agit de 1’observation la plus récente de la variance.
Dans le cas général, GARCH (p, q), p concerne les u? et g concerne les o2passeés.

En notant w = yV}, le modele devient :
o2=w+aui_,+poi,

Cette forme est utilisée pour I’estimation du modéle. Une fois ces paramétres déterminés,

y =1 —a — B, la variance de long terme est alors V, = % Pour un processus GARCH (1,1)

stable, « + § < 1. Sinon le poids appliqué a la variance de long terme sera négatif.

81 T. Bollerslev, ‘‘Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedasticity,”” Journal of Econometrics, 31
(1986): 307-27.
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[1.4.1. Estimation de la volatilité future et phénomene de retour a la moyenne (Mean-Rever-
sion) :

Le modele GARCH (1,1) considere que la variance tend a étre rappelée a sa moyenne
de long-terme V, . En effet le poidsde V, =y = 1 — a — B. Il s’en suit que le GARCH (1,1) est

équivalent au processus stochastique suivant :

dv = a(V, — V)dt + £Vdz

ol test mesuré en jour,a = 1 — a — f8, et & = a+/2. Ceci est un modele vérifiant le processus
de retour a la moyenne. La variance a un drift qui la rappelle a sa moyenne V,a un taux a.
Quand V;, > V, lavariance a un drift négatif, si a I’inverse V/;, < V , la variance a un drift positif,
en plus d’une certaine volatilité .

Figure iii: Processus de retour & la moyenne de la variance

Variance \ Variance
rate rate

Time Time

(@) (b)

Source : John Hull, Options, Futures and other Derivatives, 11" edition.

Ainsi
o =A—-a-pV,+aui_, +Ppoj
D’ou

0-1% —-V=a (urzl—l —-V)+ 3(0-7%—1 -V

Pour n+t dans le futur nous aurons :

0—7%+t -V =a (ur21+t—1 V) + .3(‘71%%—1 - V)

Et puisque la valeur espérée de u2,,_, = g2, ,_, NOUS aurons :
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Elop e — V] = (a + BE[07 411 — V1]

Si nous procédons a ce processus itérativement nous aurons :

Elopid =V + (a + B (o7 = V)

Cette equation prévoit la volatilité a n+t en utilisant I’information valable a la fin de n-1. Dans
le modéle EWMA a + 8 = 1 ce qui nous ramene & la variance actuelle. Par contre, quand
a + B < 1, le terme (o2 — V) devient de plus en plus petit quand t augmente. Ceci indique
que, plus nous avancons dans le temps, plus la variance espérée tend a retourner vers sa
moyenne de long-terme V.. Si par ailleurs, sia + B > 1, la pondération donnée a V,, est néga-
tive, et le processus n’est plus tiré vers sa moyenne mais a I’inverse, il tend a s’écarter de sa
moyenne. Ceci vient prouver la supériorité théorique du modéle GARCH par rapport au modele
EWMA.

[1.4.2. Justification du recours au modele GARCH :

L’hypothése sous-jacente au modéle GARCH est que la volatilité n’est pas constante et
évolue dans le temps. Durant certaines périodes la volatilité sera €élevée, durant d’autres pé-
riodes elle sera faible. En d’autres termes, quand le u? est élevé, il y aura une tendance a ce que
les u2,, seront élevés. Inversement, quand u? est faible les u2,, auront tendances a étre aussi
faibles. Pour tester ce phénomene, il faudrait examiner I’autocorrélation des u?. Pour ce faire,
la littérature suggere le recours au test de Ljung-Box®2. Toutefois, le modéle GARCH est indif-
férent quant au signe de u;_,. Or, nous savons que la volatilité est inversement corrélée au
mouvement des prix sur le marché. En d’autres termes, nous avons beaucoup plus de volatilité
dans un marché baissier avec un u; < 0 que dans un marché haussier avec le méme taux u; >
0. Ceci nous ameéne a vouloir considérer cet effet dans notre modéle d’estimation de volatilité

afin d’incorporer ce phénomene d’asymétrie.

92 G. M. Ljung and G. E. P. Box, ‘‘On a Measure of Lack of Fit in Time Series Models,”” Biometrica, 65 (1978):
297-303.
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[I.5. Modeles Asymétriques :
[1.5.1. Le modele EGARCH (Exponential GARCH) :

La forme simple du modéle GARCH implique certaines limitations sur le plan pratique.

e Rappelons que la corrélation négative entre le rendement d’un actif et la variabilité de

sa volatilité fait que, cette derniére, augmente en réponse aux « mauvaises nouvelles »

(u; plus faible que prévu ou encore en exces négatif), et inversement, exhibe une dimi-

nution en réponse aux « bonnes nouvelles » (u; plus important que prévu ou encore en

exces positif). En effet, le modele GARCH prend en compte seulement la magnitude

des rendements non anticipés (u;), mais aucunement le signe de cette innovation, pour

déterminer oZ. Suivant Nelson (1991)%, Si la distribution de z; est symétrique, le chan-

gement de la variance a t+1 est conditionnellement non corrélé avec le rendement en

excés at. Si alors nous réécrivons o en fonction des o et 2% retardés, avec €? = z? o

nous aurons .

q P
2 — 2 2 2
of =w+ z a;jze_ ;o + 2 Biot_;

j=1 i=1

Sous cette forme c’est évident que la variance conditionnelle est invariante par rapport

au signe des z?2.

e En outre, la non-négativité des parametres du modele GARCH, notamment celle de w,

qui est imposée pour assurer un g2 > 0 pour tous les t sous une probabilité unitaire est

une autre limite pour le modele en question. Ces contraintes impliquent qu’en augmen-

tant z2 pour quelque période que ce soit, o, augmente pour tout m > 1, ce qui im-

plique un comportement oscillatoire aléatoire dans le processus de .

e Par ailleurs, le modéle GARCH est incapable d’expliquer la covariance observee

entre 2¢,_,. Ceci étant seulement possible si la variance est exprimée en tant que fonc-

tion asymétrique de €;_;.

%3 Nelson D.(1991) "Conditional Heteroskedasticity in asset returns: A new approach”, Econometrica, 59,347-370.
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e De plus, pour le modéle GARCH (1,1), les chocs peuvent persister durant un intervalle
et se dissiper durant un autre, d’ou les moments conditionnels du GARCH (1,1) peuvent
devenir explosifs méme si le processus est strictement stationnaire et ergodique (sa

moyenne tend vers son espérance).

e Enfin, le modele GARCH spécifie essentiellement le comportement des carrés des ob-
servations, d’ou, quelques observations importantes en termes de magnitude peuvent

dominer 1’échantillon.

Les modéles asymétriques viennent notamment pallier a la problématique des réponses asyme-
triques, aussi bien en termes de signe que de magnitude. Ils apportent une explication au phe-
nomene connu dans la littérature, dans ce contexte, sous le nom d’effet de levier (par exemple
une baisse non attendue du prix augmente la volatilité plus qu’une hausse similaire du prix).
Nelson (1991) a proposé une premiere explication de o7 sur la base, et de la magnitude, et du
signe des résidus. C’est le modeéle EGARCH (p, q) (Exponential GARCH) tel que :

p q
In(o?) =+ ) fiIn(0f-1) + ) aildzei + Pzl = ElzeiD)]
i=1 i=1

Avec a;=, et E|z;| = \/% sachant zz~ NID (0, 1), avec w, a; et §; sans contrainte de positivité.

Pour ne pas s’arréter au niveau de I’expression analytique du modele, nous allons le décomposer
pour rendre compte de 1’incorporation des phénoménes d’asymétrie et de magnitude visés afin
de les rendre plus intelligibles.

Nous allons donc considérer :
9(z) = ¢z +P(|z¢| — Elz,|)

Par construction {g(z,)}{=_. est une séquence aléatoire i.i.d de moyenne nulle. Ses compo-
santes ¢z.et Y(|z;| — E|z:|) sont toutes deux de moyennes nulles pareillement. Si la distribu-
tion de z, est symétrique, ses composantes sont orthogonales, bien que non indépendantes. Dans
I’intervalle 0 < z; < 40, g(z,) est linéaire en z, avec une pente égale a ¢ + v, et dans I’in-

tervalle —oo < z, < 0 elle est pareillement linéaire en z, avec une pente égale a ¢ — . D’ou
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g(z,) permet au processus conditionnel de {c?} de répondre asymétriquement aux change-
ments positifs et négatifs de u;. Le terme Y (|z;| — E|z;|) représente I’effet de magnitude. Si
Y > 0 et ¢ = 0, I'innovation en In(a?) est postive (négative) quand la magnitude de u, est
plus grande (petite) que sa valeur espérée. Si maintenanty = 0et¢ < 0, I’innovation de la

variance conditionnelle sera positive (négative) quand u; est négatif (positif).

[1.5.2. Cas du modele GJR-GARCH :

A T’instar du modéle EGARCH, ce mode¢le continue I’extension des mod¢les asyme-
triques. Développé par Gloston, Jagannathan et Runkle (1993)%, il ne différe que légérement
du modéle TARCH introduit par Zakoin (1991)% qui prend en considération dans sa premiére
version I’écart-type au lieu de la variance en tant que variable expliquée, et I’erreur retardée en
niveau et non élevée au carré comme pour la spécification du modele GJR en tant que variable

explicative.

L’expression de ce modéele se présente ainsi :

q P
2 — 2 2 2
of =w+ z ajer_; +ye_jde; + Z Biot_;

j=1 i=1

Ainsi ce modele considére aussi I’effet du signe des innovations €,_;, et ce qu’on a tendance a
appeler dans ce cadre particulier, I’effet de levier « leverage effect » (voir le modele EGARCH).
Ceci, rappelons-le capte I’information en faisant la différence entre les « bonnes nouvelles »
avec un effet a, et les « mauvaises nouvelles » avec un effet a + y via la variable binaire
(dummy) d;_; = 1sie,_; < 0etO parailleurs.

Notons que le modéle GARCH est un cas particulier du modéle GJR avec un coefficient y = 0.

[1.5.3 Cas du modele Component GARCH asymétrique :
Ce modeéle proposé par Engle et Lee (1999)%, a été développé pour rendre compte d’une

facon plus appropriée de la variance constante de long-terme (inconditionnelle) exprimée dans

8 Glosten, L.R., R. Jagannathan and D. Runkle (1993), “On the Relation Between the Expected Value and the
Volatility of the Nominal Excess Return on Stocks,” Journal of Finance, 48, 1779-1801.

65 7akoian, J. M. (1991). Threshold heteroskedastic models, Technical report, INSEE

% Engle, R.F. and G.G.J. Lee (1999), “A Permanent and Transitory Component Model of Stock Return Volatility,”
in R.F. Engle and H. White (eds.), Cointegration, Causality, and Forecasting: A Festschrift in Honor of Clive W.J.
Granger, 475-497. Oxford, UK: Oxford University Press.
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le modele GARCH (voir ci-haut) par V;, = % avecy = (1 — a — B). En effet, ce modele a cette

variance de long-terme de varier au cours du temps.
En réécrivant le modele GARCH (1,1) ainsi :

(o = V) = a(eng — V) + B(07-1 — V1)

Ce processus exhibe un effet de retour a la moyenne de long-terme Vi, or le modele CGARCH

est obtenu en relachant I’hypothése de constance de V(, ainsi hous aurons :

(0,% —{)=V,+ta (E%—1 -+ ﬁ(@%q -V)

Avec la variance de long-terme correspondante décrite par I’expression suivante :

e =w+ p(log —w) + @51 — 07_1)

Ici, o2 exprime toujours la volatilité, alors que ¢, prends la place de w, et qui est désormais la
variance de long-terme qui varie dans le temps. La premiére équation (a2 — {,) décrit des lors
la composante transitoire qui converge vers 0 avec une vitesse (¢ + ). La seconde équation,
{;, décrit la composante de long-terme qui converge vers w avec une vitesse p. D’une ma-
niére générale p est entre 0.99 et 1 ce qui fait que, {; approche w trés lentement. En substi-
tuant cette expression dans I’expression précédente, le modele CGARCH pourrait étre ex-
primé alternativement comme étant un modéle GARCH (2, 2) non-linéaire restreint.

Dans notre travail, nous avons inclus un terme d’asymétrie dans la composante transitoire afin
de capturer I’effet de levier, ce qui combine ce modéle avec le modéle GJR. Ceci nous a

amené a estimer un modele de la forme suivante :
G=w+ p(log —w)+ @(61%—1 - 12—1) + 60,21¢
(aﬁ -{)=a 6121—1 — (g t+ 305—1 — (gt )’6?—1 — {_1di—q + 022y

Ou les z sont les variables exogenes, et d, une variable binaire qui indique les chocs négatifs.
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Ainsi, siy > 0 cela nous renseigne sur la présence d’un effet de levier transitoire qui amplifie
la volatilité en cas de « mauvaise nouvelle ». Et de toute facon, si y # 0, cela implique 1’exis-

tence d’une asymétrie dans les réponses.

I1.6. Méthodologie de spécification des modeles ARCH:

Afin de speécifier correctement nos modeles de volatilité une stratégie séquentielle a été
suivie pour prendre en compte les spécificités de chaque série. Il est a noter qu’en plus de la
recherche d’une bonne spécification des modeles de volatilité, nous visons des erreurs standar-
disés pour lesquelles nous pouvons accepter I’hypothése de normalité. Ceci nous sera utile par
la suite afin de pouvoir appréhender correctement les mouvements extrémes, notamment, pour
le calcul de la VaR suivant I’approche dite paramétrique présentée dans le second chapitre du

présent travail.

[1.6.1. Autocorrélations, autocorrélations partielles et effet ARCH :

Un fait généralement reconnu dans les régressions des séries temporelles est que les
résidus sont corrélés avec leurs propres retards. Ceci transgresse 1’hypotheése fondamentale qui
stipule que les erreurs ne doivent pas étre corrélées. Ce qui aboutit au fait que la régression en
moindre carrés ordinaires (MCO) n’est plus efficiente, les erreurs standards ne sont plus cor-
rectes et si la variable endogéne retardée se présente comme une variable explicative, les esti-
mations sont biaisées et inconsistantes.

Pour ajuster correctement les modeéles de nos séries, hous avons examinés les autocorrélations
(AC) et les autocorrelations partielles (PAC) des séries ainsi que les statistiques des Q-test de
Ljung-Box®’. Aprés ajustement d’un nombre de modéles candidats, nous avons effectué le test
LM « Lagrange Multiplier » d’autocorrélation sérielle de Breusch-Godfrey®® pour juger si nous
avons pu atténuer ces effets. Puis, une fois les modeles candidats retenus, nous avons examiné
pour chaque série les AC et PAC des carrés des résidus, et nous avons conduits le test LM

ARCH tel que proposé par Engle (1982)%° pour examiner la présence d’effet ARCH.

57 G. M. Ljung; G. E. P. Box (1978). "On a Measure of a Lack of Fit in Time Series Models". Biometrika. 65 (2):
297-303.

8 Breusch, T. S. (1978). "Testing for Autocorrelation in Dynamic Linear Models". Australian Economic Papers.
Godfrey, L. G. (1978). "Testing Against General Autoregressive and Moving Average Error Models when the
Regressors Include Lagged Dependent Variables". Econometrica. 46: 1293—1301.

% Engle, Robert F. (1982). "Autoregressive Conditional Heteroscedasticity with Estimates of the Variance of
United Kingdom Inflation". Econometrica. 50 (4): 987—-1007.
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Tableau 6 : Test d’autocorrélation sérielle et effet ARCH

Série Modele LM Breusch-Godfrey Prob. LM ARCH  Prob
USo0-1 AR(2) 0.858390 0.6510 35.13635 0.0000
US1-3 ARMA (1,1) 2.412295 0.2993 19.50339 0.0002
US3-5 AR(1) 13.97257 0.3025 26.97331 0.0078
US5-7 ARMA (1,1) 0.215135 0.8980 22.57337 0.0316
uSs7-10 AR(1) 2.252382 0.3243 6.284357 0.0122
TIPS1-5 ARMA (1,1) 13.52844 0.3318 5.630015 0.0177
Agcy 1-3 ARMA(5,5) 16.51210 0.1689 21.85363 0.0000
USMBS ARMA(5,6) 5.984151 0.9169 6.990377 0.0082
Corp AR(2) 0.564465 0.7541 25.34522 0.0000

Source : Notre propre analyse avec le logiciel Eviews.

Nous pouvons conclure a partir de la table 6 que, bien que 1’autocorrélation sérielle des résidus
soit filtrée, I’autocorrélation du carré des résidus reste toujours présente. En nous basant sur le
test LM ARCH, il apparait que toutes nos séries exhibent un effet ARCH a un seuil de signifi-
cativité de 1% pour 7 variables et 5% pour les 2 restantes.

1.6.2. Spécification des modeles ARCH :

Tableau 7 : Spécification des modeéles de volatilité

Séries Modéle Stand. Resid. JB Prob.®
US0-1 ARMA- (1, 2) -GARCH 0.00@

US1-3 EGARCH 0.67

US3-5 EGARCH 0.46

US5-7 EGARCH 0.59

Us7-10 GJR-GARCH 0.02@
TIPS1-5 EGARCH 0.35

Agey 1-3 ARMA(1,1)-EGARCH® 0.82

USMBS GARCH 0.05

Corp COGARCH 0.42

Source : Notre propre analyse avec le logiciel Eviews.

@ Probabilité d’accepter I’hypothése de normalité suivant le test JB.
@ Ces valeurs seront expliquées plus loin.

© Ce modgle n’inclut ne prends pas en compte I’effet d’asymétrie.

Si le modele est correctement spécifié les résidus standardisés doivent étre indépendants et
identiquement distribués (i.i.d.) d’une moyenne nulle et de variance égale a 1’unité (significati-
vement). Si en plus, ils sont normalement distribués, alors les estimateurs de maximum de vrai-
semblance sont asymptotiquement efficients. Si par contre, I’hypothése de normalité des rési-
dus standardiseés n’est pas vérifiée, les estimateurs restent toujours consistants sous 1’hypothése

de quasi maximum de vraisemblance (voir plus loin pour plus de détails).
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Tableau 8 : Résultats des estimations

US0_1 US1 3 US35 uss 7 uUS7_10 TIPS1 5 Agey1-3 USMBS  Corp

ARMA(1,2) ARMA(,1) -
-EGARCH EGARCH EGARCH EGARCH GIR-GARCH  EGARCH EGARCH GARCH  CGARCH
O -0.9227"*  -1.3940"  -1.0943"  -0.5277" 1.7E-05™** -2.266%* -0.581%*  5.6E-05™*  0.00036
o 062277 02719  -0.1813"  -0.1565™ 0.0738" 0.8259™"  0.4357""  02342™"  -0.216™
B 0969718 0.9016™ 0.8713* 0.9268**" 0.991** 0.8241"*  0.9797™*  -0.285"*  0.8275***
Y - 0.1949°  0.2714™ 02131 -02643™  -0.2281"" - - 0.4884""
p - - - - - - - - 0.9990**
[0} - - - - - - - - 0.2299"*
AIC  -1225 -8.72 -6.69 -5.88 -5.26 -6.67 -8.96 -7.01 -8.20
sic  -12.13 -8.62 -6.59 -5.78 -5.16 -6.59 -8.84 -6.93 -8.06
LL  925.04 663.44 510.20 449 .44 402.44 508.18 669.36 533.50 626.41
LM 08131 0.7620  0.5263 0.4614 0.2882 0.7125 0.1764 0.5331 0.9404

Source : Notre propre analyse avec le logiciel Eviews.

Par soucis de clarté, pour le modele EGARCH, il faut lire a I’effet de magnitude et y ’effet d’asymétrie, pour le modéle CGARCH, c’est la
composante de 1’équation de la variance de long-terme ({,).

*, %% **% pour dire respectivement le seuil critique 10%, 5% «et 1%.

Pour les séries US0-1, US7-10 et US MBS, tel que 1’exhibe la table 9, nous avons constaté que
nous pouvions accepter que les erreurs standardisées soient i.i.d. Toutefois, 1’hypothése de nor-
malité a été rejetée par le test JB. Ceci nous a incités a refaire notre estimation en recourant a
la méthode de Bollerslev-Wooldridge (1992)7° & laquelle nous pouvions avoir recours en cas
de soupcon de non normalité des erreurs, afin de conserver la consistance de nos estimateurs
sous I’hypothése de quasi-maximum de vraisemblance. Nous avons suite a cela procédé a une
comparaison quantile-quantile de la distribution de notre nouvelle série d’erreurs standardisées
contre la distribution normale et la distribution de Student. Nous avons dés lors conclu que la
loi normale était plus appropriée, sauf que la présence d’une certaine valeur dans la région
positive (a ’extréme droite du graphique 1) pouvait biaiser les resultats de tout 1’échantillon
considéré. Par ailleurs, comme nous pouvons le remarquer sur le graphique, les valeurs ex-
trémes négatives résident bien sur la droite de la distribution théorique, tandis qu’elles tendent
a s’en écarter pour le cas de la loi de Student. Les résidus standardisés de la série US 0-1 cor-
respondent bien a la distribution de la loi normale. Nous avons alors procédé a 1’élimination de
ladite valeur (Aout 2007). Puis, nous avons réexamine la statistique JB (voir table 9), celle-ci
nous a suggéré d’accepter I’hypothése de normalité des erreurs standardisées avec une proba-

bilité de 0.43. (Voir I’annexe pour les graphiques Q-Q des 2 autres séries).

0 Bollerslev, T., Wooldridge, J.M., 1992. Quasi-maximum likelihood estimation and inference in dynamic models
with time-varying covariances. Econometric Reviews 11, 143—-172.

85



Figure 2: Comparaison Q-Q des résidus avec les lois normale et Student
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Source : Notre propre analyse sur le logiciel Eviews.

Tableau 9 : Statistiques descriptives et test de normalité des résidus reconsidérés

RSUS0-1 RSUSO0-1 RS7-10 RS 7-10 RS US MBS RS US MBS

ML® QML® ML® QML® ML® QML®
Mean 0.204142 0.176363 0.058537 0.033823 0.022036 0.043421
Median 0.163226 0.161021 0.004567 0.004567 -0.053304 -0.048342
Max 4.343193 3.040896 4.131753 2.554597 3.421135 3.421135
Min -2.574682 -2.574682 -2.069021 -2.069021 -3.185682 -2.856617
Std. Dev 0.983672 0.926076 1.047219 0.993087 1.008718 0.977151
Skewness 0.404035 -0.027480 0.481817 0.178639 -0.052002 0.114739
Kurtosis 4.870597 3.519074 3.593051 2.557757 3.968175 3.739194
JB 25.95069 1.691511 8.055215 2.033635 5.965631 3.744178
Prob. 0.000002 0.429233 0.017817 0.361744 0.050650 0.153802
Obs. 150 149 151 150 151 150

Source : Notre propre analyse avec le logiciel Eviews.

) ML et QML respectivement maximum de vraisemblance et quasi-maximum de vraisemblance.

Vu que le présent travail ne s’intéresse pas a I’analyse des modéles, et des ajustements de la
volatilité estimé stricto sensu, nous nous contenterons de quelques commentaires sur la consis-
tance des estimateurs.

Nous pouvons clairement voir sur la table 8 que tous les coefficients sont statistiguement signi-
ficatifs selon la probabilité de la z-statistic. Les modéles retenus sont ceux qui minimisent les
critéres d’information d’Akaike et de Schwarz, respectivement AIC et SIC sur la table 8, et qui
maximisent le critére du Loglikelihood (logarithme de vraisemblance), LL sur ladite table. Par
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ailleurs, apres avoir vérifié I’absence d’autocorrélation sérielle, nous avons effectué le test LM
ARCH afin de nous assurer du rejet de I’hypothése d’un éventuel effet ARCH résiduel.

Nous devons préciser que les modeles EGARCH des séries US 0-1 et US Agency 1-3 présentent
seulement un effet de magnitude de I’erreur, mais pas celui du signe de 1’innovation. De ce fait,
ils présentent seulement 3 coefficients au lieu de 4. En, les modeles qui présentent un effet
d’asymétrie qui prend en compte les « mauvaises nouvelles » affichent un coefficient signifi-
cativement positif. Enfin, les modéles ARMA du processus en moyenne présentent des coeffi-
cients significatifs au seuil de 1% (voir I’annexe).

Nous pouvons désormais procéder au calcul des différentes VaRs dynamiques.

IIl.  Calcul des VaRs-GARCH et prévision hors-échantillon :

Nous avons d’abord procédé au calcul de la VaR (95%) et de la CVaR (95%) a 1 mois
pour tout I’échantillon en éliminant les premiéres périodes nécessaires au calibrage des modeles
qui incluent une spécification ARMA dans 1’équation de moyenne. Ceci nous sera utile, pen-
sons-nous, pour évaluer la validité des modeéles, ainsi que pour pouvoir apporter une lecture
critique sur les spécifications qui prennent en compte 1’effet d’asymétrie et de magnitude des
innovations. Pour ce faire, nous avons calculé le nombre total ainsi que le pourcentage des
violations. Les résultats sont présentés ci-dessous dans la table 10. Pour confronter les résultats
des VaRs estimées a partir des modeles GARCH avec une autre méthode, nous avons pensé
utile de calculer la VaR selon I’approche historique. Pour ce faire, nous avons effectué un boot-
strap de 10 000 tirages a partir des rendements historiques des séries étudiées. Puis, nous avons
calculé pour chaque série le 5°™ centile pour avoir la VaR mensuelle & 95%. Par ailleurs, pour
avoir la CVaR historique, il suffit de calculer la moyenne arithmétique des dépassements
comme étant un estimateur de I’espérance des dépassements. Naturellement, pour le calcul de

la VaR paramétrique, nous avons suivi la démarche étalée dans le chapitre 2 du présent travail.
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Tableau 10 : Calcul de 1a VaR (95%) 1 mois de I’échantillon complet.

Benchmark Viol. VaR-G VaR Hist. CVaR-G CVaR Hist. VaR-G+ CVaRG+
Uso.p  Nombre 0 8 0 2 55 41
EGARCH" (%) 0,00% 4,90% 0,00% 1,20% 34,00% 25,30%
usi.3  Nombre 2 7 0 2 19 9
EGARCH (%) 1,20% 4,30% 0,00% 1,20% 11,70% 5,60%
Usas  Nombre 2 7 1 2 21 9
EGARCH (%) 1,20% 4,30% 0,60% 1,20% 13,00% 5,60%
Uss.7  Nombre 3 7 2 3 12 7
EGARCH (%) 1,90% 4,30% 1,20% 1,90% 7,40% 4,30%
US7-10 R Nombre 3 7 0 3 15 9
GARCH (%) 1,90% 4,30% 0,00% 1,90% 9,30% 5,60%
usTips  Nombre 6 6 2 1 10 3
EGARCH (%) 3,70% 3,70% 1,20% 0,60% 6,20% 1,90%
US Agey  Nombre 2 7 0 2 18 11
EGARCH™ (%) 1,20% 4,30% 0,00% 1,20% 11,10% 6,80%
US MBS™ Nombre 4 7 3 4 21 8
GARCH (%) 2,50% 4,30% 1,90% 2,50% 13,00% 4,90%
US Corp Nombre 2 7 2 1 20 12
CGARCH (%) 1,20% 4,30% 1,20% 0,60% 12,30% 7,40%

Source : Notre propre analyse avec le logiciel Eviews.

* w’incluent qu’un effet de magnitude.

** n’admet ni effet de magnitude ni d’asymétrie.

A partir de la table ci-dessus, nous pouvons conclure que la VaR et la CVaR calculées a partir
des volatilités estimées par les modeles GARCH affichent de meilleurs résultats que la méthode
historique. En effet, tandis que cette derniére tant a s’approcher du seuil critique choisi (5%),
la VaR-GARCH reste loin de cette valeur, pour une moyenne totale sur toutes les séries de
1,64% de dépassement. Ce qui attire par contre notre attention, c¢’est les violations dans la zone
des rendements positifs. La volatilité étant une mesure symétrique, la distribution de la loi nor-
male pareillement, il suffit d’inverser le signe de la VaR pour avoir avoir la VaR+. Toutefois,
il se trouve qu’un examen des graphiques serait plus judicieux pour avoir une vue globale sur
la qualité d’ajustement, ainsi que sur la prise en compte des effets de magnitude et d’asymétrie.
Le modeéle qui nous interpelle le plus est celui de la série US 0-1 qui affiche le nombre le plus
important des dépassements en zone de gain (34%). Rappelons qu’il s’agit d’un modele
EGARCH qui ne prend pas en compte I’effet des asymétries, mais seulement de la magnitude
des innovations, prises en compte en valeur absolue dans le modéle et non en tant qu’erreur

élevée au carré. Le graphique 2 nous renseigne plus sur ces dépassements.
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Figure 3 : VaRs-EGARCH US 0-1Y
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Source : Notre propre analyse sur Excel.

L’inspection du graphique corrobore le soubassement théorique du modéle. En effet nous pou-
vons voir que la période entre le début de notre série jusqu’a mi-2008 est caractérisée par un
mouvement faible en termes de magnitude. II se trouve alors que la volatilité, telle qu’estimée
par le modele, affiche des mouvements relativement faibles. Dés que les mouvements des ren-
dements commencent & prendre de 1’ampleur, notamment en zone positive, le modéle refléte
cela directement sur son estimation de la volatilité, ce qui nous donne des VaRs relativement
importantes qui perdurent jusqu’a 2010. Par ailleurs, la VaR historique, qui s’intéresse seule-
ment aux valeurs en niveau des rendements, affiche une VaR et une CVaR trés faibles, ce qui

explique le nombre des violations qu’elles affichent.

Il serait intéressant de visualiser le comportement d’un modéle qui prend en compte un effet
d’asymétrie positif, en d’autres termes, qui amplifie la volatilité si une erreur négative a été
observée la période précédente. Nous choisirons le modele EGARCH US 3-5 Y qui affichent

le gamma le plus élevé de I’ordre de 0,27 (cf. la table 8).
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Figure 4 : VaRs-EGARCH US 3-5Y
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Source : Notre propre analyse sur Excel.
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Nous pouvons remarquer que ce modele s’ajuste mieux aux mouvements des rendements, c’est
d’ailleurs confirmé par le nombre de violations de sa VaR. Ce phénomeéne est visible nettement
en début de la période étudiée, ou nous pouvons observer une magnitude assez forte qui
est « paradoxalement » suivie par une baisse de la VaR (mouvement haussier de la courbe
rouge). En effet, nous pouvons voir que la VaR est quasiment tangente a la courbe des rende-
ments (nettement a 3 reprises), sans pour autant qu’il y ait de violations. Ceci est aussi observé
lors de la crise des subprimes de 2008, ou le modéle a montré une certaine performance. Il est
toutefois a rappeler que cette période est incluse dans 1’échantillon. Ce que nous pouvons com-

menter par contre, c’est la flexibilité du modele, qui a exhibé une bonne capacité d’ajustement.

[1l.1. Capacité prédictive des modeles de volatilité :

S’agissant de la capacité prédictive des mod¢les spécifiés, nous avons effectué une pré-
vision & t+1 sur 13 observations hors-échantillon, ce qui correspond a une période d’une année
et un mois. Les résultats sont globalement satisfaisants, puisque I’on a assisté a une seule vio-
lation correspondant a un événement extréme auquel aucune des méthodes n’a résisté. Il s’agit
de I’observation novembre 2016, date a laquelle il y a eu 1’¢lection de Donald Trump en tant
que président des Etats-Unis contre toute attente. En effet, les investisseurs ont reflété leurs
anticipations pessimistes violemment sur la courbe des taux US. Ceci nous a amené a considéerer

la méthode Delta-Gamma, présentée dans le chapitre 2 du présent travail, pour le calcul de la
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VaR. Rappelons que cette méthode est basée sur une expression analytique de la VVaR qui prend
en compte la premiére et la seconde dérivée du portefeuille par rapport au facteur de risque, en
le cas d’espece, le taux d’intérét. Pour le cas d’un portefeuille de titres a revenus fixes, il est
tout a fait orthodoxe de considérer la duration en tant que dériveée premiere, et la convexité en
tant que dérivée seconde. Nous allons donc pouvoir effectuer un calcul de la VaR en nous basant

uniquement sur 1’information contenue dans la courbe des taux.

[11.2. Approche Hybride Delta-Gamma — Nelson Siegel :

Le graphique 4 présente 1’évolution de cette courbe durant la période étudiée.

Figure 5 : Evolution de la courbe des taux Spot US (02/2004 - 09/2017)
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Source : Notre propre analyse avec le logiciel Matlab.

Nous pouvons trés bien voir que durant la période considérée dans notre étude, la courbe spot
US a subi différentes déformations. Ces derniéres sont la conséquence de mouvements non
paralléles, et d’une structure non linéaire. De ce fait, pour un calcul correct des variations des
taux auxquels ont été exposes les différents benchmarks, il n’est pas commode de procéder a
une interpolation linéaire. En effet, chaque segment affiche une évolution qui lui est propre.

Pour pouvoir approcher justement cette évolution nous avons eu recours au modeéle a trois fac-
teurs de Nelson-Siegel (1987)"1. Ce modeéle explique 1’évolution de la courbe des taux en se
basant sur 3 facteurs, a savoir, 8, le niveau, 3, la pente, ainsi que la courbure noté 5. Un qua-

trieme facteur par ailleurs est fixé afin de situer la courbure noté A. Nous n’allons pas nous

71 Nelson, C.R., and A.F. Siegel (1987). Parsimonious Modeling of Yield Curves. Journal of Business 60, 473-
489.
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étaler davantage sur ce sujet, d’autant que nous n’avons pas procédé a un calibrage méthodique
du modele, notre souci étant d’interpoler correctement les taux d’intéréts pour chaque segment.

Sur le graphique 5 nous pouvons voir la qualité d’ajustement de ce modele.

Figure 6 : Exemple d’une courbe ajustée via le modéle Nelson-Siegel
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Source : Notre propre analyse avec le logiciel Matlab.

De ce fait, ce modele nous a permis de reconstruire la surface des taux (graphique 6) telle que

présenté dans le graphique 4.

Figure 7 : Résultat d’estimation de 1’évolution de la courbe des taux US

Estimationdela courbe des taux US = i 2]
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- -1%-0%

o Termes (1 mois - 30 ans)

Source : Notre propre analyse avec le logiciel Excel.

A partir des différents coefficients estimés pour chaque période, nous avons pu interpoler les
différents taux auxquels ont été exposeés les benchmarks étudiés en prenant la duration comme
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proxy de la durée de vie moyenne. A partir de ces taux nous avons pu calculer les différentes
variations de taux que chaque benchmark a subies durant la période étudiée. Ces variations ne
sont naturellement pas gaussiennes, la prise en compte de 1’écart-type n’est donc pas appropriée
pour le calcul de la VaR paramétrique. Nous avons donc décidé de combiner I’approche Delta-
Gamma a I’approche historique via un bootstrap de 5000 tirages en considérant cette fois-Ci le
95°™e centile et non le 5°™ centile, puisque notre facteur de risque est dans ce contexte une
hausse des taux. Ceci peut s’interpréter comme étant la variation extréme a 95% qu’un ben-
chmark a pu subir historiquement sur son segment spécifique de la courbe des taux spot US.
Au niveau d’un portefeuille, cette approche a I’avantage d’étre simple, puisqu’elle ne considere
pas la matrice des covariances. En effet, la duration (la convexité) d’un portefeuille, c’est la
somme pondérée des durations (convexité) de ses composantes. Dans le graphique 7 nous pou-
vons avoir 1’évolution de la VaR hybride que nous avons calculée via une combinaison de la
méthode delta-gamma et la méthode historique. L’ajustement dynamique de ladite VaR est lié
plutot a I’évolution des facteurs de risques déterministes du benchmark a savoir, sa duration et
sa convexité. En effet, ces indicateurs renseignent sur 1I’exposition de 1’investisseur aux mou-
vements de la courbe des taux. En prenant la plus forte variation positive a 95%, nous avons eu
la VaR (95%) sur le rendement du benchmark selon son exposition. Cette mesure peut étre
efficace et rapide a calculer sur des produits tels que les MBS (Mortgage-Backed securities).
En effet, les produits de MBS peuvent afficher une importante variation de leurs durations du
fait des remboursements anticipés qui peuvent avoir lieu. Ces remboursements sont directement
liés a I’évolution de la courbe des taux. Ceci est expliqué par le fait que les ménages tendent a
racheter leurs préts en cas des baisses des taux d’intérét. 1l est a noter par ailleurs que, pour des
bons vanilles (sans options), la convexité est positive, de ce fait, la prendre en compte résulte
sur des estimations moins conservatrices, certes, mais plus réalistes.

Ce que nous pouvons remarquer sur le graphique 7, c’est que, contrairement a la VaR historique
calculée sur la base des rendements, la VaR Delta-Gamma hybride est plus réaliste et nous
donne une idée plus exacte sur I’exposition au risque d’intérét selon le profil de duration et de
convexité que I’investisseur a décidé d’avoir. En outre, cette approche est la seule qui a permis
d’avoir une VaR qui a résisté¢ au choc de novembre 2016 sur 6 séries. Pour les séries US 3-5,
US 5-7 et US 7-10 par contre, cette violation n’a pas pu étre évitée. Ceci est expliqué par le fait
que ces benchmarks présentent les durations moyennes les plus importantes (cf. table 2), et sont

de ce fait, les plus sensibles aux variations de la courbe des taux.
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Figure 8 : VaR Delta-Gamma — Historique du benchmark US MBS
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Source : Notre propre analyse avec le logiciel Excel.

Tableau 11: Violations de la VaR Delta-Gamma - hybride

Benchmark USO0-1 US1-3 US3-5 US5-7 US7-10 USTIPS USAgcy USMBS USCorp

Nombre 0 3 8 4 4 12 4 1 3
En (%) 0% 2% 5% 2% 2% 7% 2% 1% 2%

Toutefois, c’est toujours la VaR-GARCH qui présente les meilleurs résultats et surtout qui per-

mette d’avoir une vision prospective adéquate.

[11.3. Approximation de Cornish-Fisher :

Nous avons par ailleurs procédé a I’ajustement des quantiles qui nous ont permis d’ap-
procher les distributions empiriques de nos séries aux moyens de I’approximation de Cornish-
Fisher présentée dans le chapitre 2 du présent travail. Rappelons que cette méthode se base sur
le quantile de la loi normale, puis via la prise en compte des moments centrés d’ordre 3 et 4 de
la distribution empirique, elle fournit une nouvelle mesure du quantile a un seuil déterminé qui
prend en compte les asymetries et les queues épaisses. Notons aussi que cette approximation
perd de son efficacité pour des niveaux de confiance supérieurs a 95,8%. Elle est par ailleurs

commaode pour une VaR (95%).
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Tableau 12: Violations de la VaR Cornish-Fisher

Benchmark USO0-1 US1-3 US3-5 US5-7 US7-10 USTIPS USAgcy USMBS USCorp

Nombre 0 4 5 7 7 3 6 5 3
En (%) 0,0% 24% 3,0% 4,3% 4,3% 1,8% 3,7% 3,0% 1,8%
Quantile -1,05 -1,23 -1,51 -1,52 -1,45 -1,74 -1,06 -1,40 -1,53

Nous pouvons constater a partir de la table 12 que les résultats de cette approche sont satisfai-
sants. Par contre ce qui attire notre attention ¢’est que tous les quantiles ont été revus a la baisse
relativement a la loi normale (1.65 a 95%) a part la série US TIPS 1-5. Ceci est d0 au fait que
toutes les skewness sont positives, a par celui de I’indice cité qui est négatif (voir table 3). En
effet, une asymétrie positive tend a augmenter le quantile. Toutefois, bien-que les résultats sont
satisfaisants pour I’estimation de risque, cette approche n’a pas la possibilité de nous apporter
un contenu informationnel pour 1’évolution future des volatilités afin de pouvoir en faire usage

dans le processus de 1’allocation d’actifs.

IV.  Construction de portefeuille :

IV.1. Théorie des copules :

Une fois nos modéles de volatilité spécifiés, nous allons pouvoir nous intéresser a la
construction des portefeuilles politiques, mais une donnée indispensable doit étre spécifiée, en
I’occurrence, les corrélations qui nous permettrons de construire la matrice de covariances dy-
namiques visée.

Nous avons vu au début de ce chapitre que nos rendements n’affichent pas des distributions
normales, de ce fait, I’écart-type ne nous est plus d’une grande utilité en tant que mesure de
volatilité. Ceci nous a amené a spécifier un modeéle de volatilité adéquat pour chaque série,
d’une maniere a avoir des résidus standardisés pour lesquels nous pouvons accepter 1’hypothese
de normalité. Ainsi, nous avons le moyen d’approcher cette variable aléatoire dans un cadre
gaussien bien defini et surtout, dument justifié.

Dans cette partie, nous nous sommes intéressés par la spécification des corrélations qui répon-
dent justement a notre cadre. Naturellement, considérer les corrélations linéaires historiques
irait en contradiction avec 1’objectif du présent travail. Nous avons opté pour les copules
puisqu’elles nous permettent d’analyser séparément les distributions marginales des rende-
ments et leurs structures de dépendances. Ainsi, les copules rendement possible I’incorporation
de lois non gaussiennes et la prise en compte des dépendances non linéaires entre nos séries de

variables aléatoires.
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Un fait considérable dans la réalité des marchés financiers est que les malheurs n’arrivent ja-
mais seuls, et qu’un mouvement extréme d’une variable, qu’elle soit le rendement une classe
d’actifs ou encore d’un marché, induit le méme effet aux autres variables qu’elles lui sont plus
ou moins reliées. Les copules nous permettent d’appréhender justement cette structure de dé-
pendance. En d'autres termes, elles nous permettent de prendre en considération les évenements
de la queue d’une distribution de probabilité donnée. Nous ne nous étalerons pas davantage sur
ce sujet, ce n’est pas I’objet du présent travail, nous nous contenterons d’en donner la définition

et le théoreme fondamental sur lequel repose cette démarche.

IV.1.1. Définition d’une copule:

Soient Xy, ..., Xq des variables aléatoires ayant pour fonctions de répartition F, ... , Fq.

Par ailleurs, si nous notons F la fonction de répartition du vecteur (Xy, ..., Xq). Nous notons la

copule C, associee a la loi F, la fonction de répartition du vecteur (F1(X), ... , Fa(Xq)). Par
ailleurs,, C est aussi la fonction qui associe le nombre F(F1 (X1), ..., Fa*(Xq)) a la fonction
(U1, e, ud).

IV.1.2. Théoréme de Sklar’? :

Soit F une fonction de répartition d-variée de marges continues Fy, ... , Fq, il existe alors

une unique copule C telle que :

F((xl),..., (xd)) = C(Fl(xl),...,Fd(xd)), (X4,...,%g) € (—00,+0)%

D’une maniére réciproque, si C est une copule, et si F1, ... , Fasont des fonctions de répartition,
alors la fonction F, telle que définie par I’expression précédente, est une fonction de répartition
de marges Fy, ..., Fa.

Ce théoréme démontre que si nous avons la copule C, et les marges Fi, nous pouvons alors
reconstruire la loi F. De ce fait, la copule C associée a la loi F est interprétée comme la structure
de dépendance pure. En effet, ¢’est une décomposition de la densité f de F en produits des lois

marginales et de la densité ¢ de C, nous avons donc :

72 A. Sklar. Fonction de répartition dont les marges sont données, 1959. Publications de I’Institut de Statistique
de ['Université de Paris, 8 :229-231, 1959.
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f((x1),---, (xd)) = C(Fl(xl):---'Fd(xd)) fi(x1) . fa(xq)

Ce resultat est fondamental, en effet, il justifie la modélisation en se basant sur les copules.

IV.2. Modélisation de la copule bivariée de Student :

Pour les séries considérées nous avons opté pour la copule de Student. Notre choix re-
side sur le fait que parmi les 4 familles généralement admises, et dirons-nous usuelles, en 1’oc-
currence, la copule gaussienne, celle de Student, de Clayton ou encore de Gumbel (les 2 pre-
miéres sont dites elliptiques, les 2 dernieres sont dites archimédiennes). La copule de Student
est celle qui prend compte les critéres recherchés quant aux mouvements extrémes conjoints,
qu’ils soient haussier, ou baissier. En effet, la copule gaussienne n’admet tout simplement pas
le fait que les valeurs extrémes soient dépendantes. Par contraste, la copule de Student prend
en compte les mouvements extrémes haussiers et baissiers. La copule de Clayton n’admet que
les mouvements extrémes conjoints baissiers. A 1’inverse la copule de Gumble n’admet que les
mouvements extrémes conjoints haussiers.

Rappelons que nos séries sont au nombre de 9, de ce fait nous aurons (9 x 8) /2 corrélations a
estimer, c'est-a-dire 36 copules bivariées.

La copule de Student de degré de liberté X est définie telle que :

r (M) L)
g(x)=W(l+;) avec,v>2etx =0

Avec : v = le degré de liberté de la loi de Student.

Nous avons dit que la loi Student est elliptique, ce qui implique que E;(u, X, g) est une loi
symeétrique par rapport & son rayon y, en d’autres termes X — p est identiquement distribué
que u — X. Ceci qui implique que le coefficient de dépendance de la queue inférieure,
noté A(n) est égal & celui de la queue supérieure, noté A¥P).

Les coefficients de dépendance des queues de la copule bivariée de Student a partir de la
loi E,(u, %, g,) (avec E opérateur d’espérance et ¥ la matrice des covariances) sont donnés par

la forme suivante :

AWnS) = A6up) = 2¢ <—\/v +1- - p)
J1+p
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Avec : t,= la fonction de répartition univariée de Student.
Rappelons que ces coefficients sont nuls pour une corrélation strictement inférieure a 1.
Ces derniers sont notamment importants en cas de simulation, ou de stress-testing.

Nous présentons comme exemple, les résultats d’estimation de la copule de Student entre les

séries des residus standardisés US 0-1Y et US Agency 1-3 Y.

Figure 9: Distribution de la copule-t de US 0-1 Y/US Agency 1-3 Y

Source : Notre propre analyse avec le logiciel Matlab.

Figure 10: Distributions marginales et distribution jointe de la copule de Student
(Simulation de 1000 observations)

Source : Notre propre analyse avec le logiciel Matlab.
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Nous pouvons clairement voir le comportement conjoint de nos 2 variables en cas de mouve-
ments extrémes en haut a droite et en bas & gauche du graphique 9. Nous remarquons aussi que
les variables gardent leurs différentes distributions marginales. La matrice des corrélations ainsi
construite, ainsi que le degré de liberté de chaque copule sont fournis dans les annexes. Nous
devons noter, par contre, que pour 5 couples de variables, les degrés de liberté sont tels que
leurs distributions tendent vers la loi normale. Pour les copules restantes, les degrés de liberté

sont bien loin de converger vers le cadre normal (la plupart sont inférieurs a 10).

IV.3. Construction de la matrice des covariances dynamiques :

La derniere étape de ce travail consiste & évaluer la construction de portefeuille en nous basant
sur une matrice de variances-covariances dynamiques. Pour ce faire, il suffit de construire ladite
matrice a partir de la matrice diagonale des variances dynamiques que nous avons pu avoir via
les modélisations GARCH et de la matrice symétrique des corrélations que nous avons pu avoir
via I’estimation des copules bivariées de Student. Si nous notons H la matrice carrée d’ordre 9
des variances-covariances dynamiques et X' la matrice carrée symétrique d’ordre 9 des corréla-

tions, nous avons alors :
_ gr1/2 1/2
H,=H,""X H,
H: étant diagonale, nous n’avons pas besoin de la transposer.

IV.5.. Simulation Monte-Carlo sur portefeuille a composantes simulées:

Afin de tester la spécification de notre matrice des covariances dynamiques, nous avons
effectué une simulation Monte-Carlo sur un portefeuille équipondéré, en générant 1000 tirages
aléatoires pour chacune des 9 séries.

Nos séries étant naturellement corrélées, nous avons di recourir a la décomposition de Cho-
lesky afin d’avoir des tirages qui Vérifient la structure de corrélation spécifiée. Pour ce faire,
nous avons eu recours a la programmation de cette procédure sur Excel VBA.

En effet, pour nos 9 séries, ayant une matrice de corrélations X qui est symétrique et définie
positive, la décomposition de Cholesky permet de factoriser cette matrice ainsi : ¥ = LL' ou L

est une matrice triangulaire inférieure.
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Les variables aléatoires corrélées sont générées ainsi :

Z1 X1
[éllzL )él'

HIN
Avec, z; —~ N (u, o), la série des rendements non corrélés.
La VaR- GARCH du portefeuille (qui une combinaison des différents modéles estimés ainsi
que les corrélations estimées via la copule de Student) n’a exhibé aucune violation sur les pro-
cessus aléatoires corrélés générés aux moyens de la simulation Monte-Carlo et de la matrice de
Cholesky. Le graphique 10 présente le processus généré ainsi que 1’ajustement de la VaR-
GARCH (95%) qui va avec.

Figure 11: VaR-GARCH sur portefeuille a composantes simulées

VaR-GARCH Monte Carlo portefeuille équipondéré

-0,03
0 200 400 500 200 1000

——Pfretum —— Portfolio VaR +VaR

Source : Notre propre analyse avec le logiciel Excel.

La VaR-GARCH (95%) basée sur la matrice des covariances dynamiques construite selon la
méthodologie décrite tout au long de ce chapitre n’a été violée que 2 fois (0,2% des cas). Tou-
tefois il est intéressant de remarquer que la VaR-GARCH positive a été violée 89 fois, c'est-a-
dire 8,9% des cas, réitérant ainsi la validité des modéles qui prennent en compte les effets

d’asymeétrie de réponse et validant par ailleurs la matrice des covariances construites.
IV.6. Stabilité des portefeuilles politique :

Dans cette partie nous avons évalué la stabilité de 2 portefeuilles politiques construits
selon la méthodologie moyenne-variance classique. Les 2 autres méthodes d’optimisation, a
savoir Black-Litterman et moyenne-variance rééchantillonnée vont au-dela de I’envergure du

présent travail.
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Nous avons, par contre, considére la variante non-contrainte qui permet des pondérations né-
gative sur les classes d’actifs, en d’autres termes, des ventes a découvert, et la variante con-
trainte qui est basée sur I’optimisation numérique d’une fonction objective. Notons qu’une pon-
dération négative d’une classe d’actif n’a pas vraiment de sens dans le cadre d’un investisse-
ment a long-terme, méme en recourant aux produits dérivés. Toutefois, ca nous permet sur le
plan méthodologique de porter un jugement sur la validité théorique de notre approche dans le
cadre de ce paradigme d’optimisation. Par ailleurs, sur le plan pratique, une pondération néga-
tive, et surtout son ampleur, peut renseigner I’investisseur sur 1’attitude qu’il devrait adopter
par rapport a une classe d’actifs donnée.
Nous avons donc choisi comme fonction objectif de minimiser la variance sous contrainte d’un
rendement espéré donnée, en plus du portefeuille efficient a variance minimale. Naturellement,
les rendements espérés utilisés ici sont les moyennes historiques.
Enfin, en ce qui concerne la méthodologie employée, il est a noter que le choix du niveau de
rendement 2,2% a été arbitraire.
L’évolution mensuelle sur les données hors-échantillon des composantes des portefeuilles po-
litiques se présentent comme suit :
o Portefeuille efficient a variance minimale contraint :

Figure 12: Evolution de la composition du portefeuille 1 contraint

EVOLUTION DE LA COMPOSITION DU PORTEFEUILLE CONTRAINT
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Source : Notre propre analyse avec le logiciel Excel.

» (L’axe des ordonnées de droite indique les différents niveaux de la VaR, celui de gauche indique la
composition des portefeuilles).
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Ce que nous remarquons, c’est la forte concentration de la composition de ce portefeuille. En
effet, pour une allocation stratégique de long-terme, un investisseur ne peut négliger 1’effet
bénéfique de diversification que procure une allocation assez variée. Cette composition propose
une pondération allant de 75% a 95% pour le benchmark US 0-1 et le reliquat genéralement
sous forme de cash. Nous notons par ailleurs, que la VaR-GARCH (95%) se situe en zone
positive.

Pour ce qui est de la variation de la composition du portefeuille 1 contraint désormais, nous
pouvons voir qu’elle dépasse rarement les 5%. A la fin de la période par contre, nous pouvons
voir que I’optimisation délaisse de prés de 15% la classe US 0-1 au profit de la classe US-
Agency 1-3. Toutefois, pour les autres classes d’actifs, nous ne voyons pas une variation con-

sidérable, a part I’apparition éphémere de la classe US Corporate AAA 1-3.

o Portefeuille efficient & variance minimale non-contraint :

Passons maintenant au portefeuille non-contraint qui affiche de loin une meilleure diversi-
fication sur le plan théorique, quoi qu’il néglige prés de 4 classes d’actifs. A partir du graphique
12, nous pouvons voir que la composition est globalement stable pour les 6 premiéres périodes.
Puis petit a petit, nous observons une inversion de tendance pour au moins 3 classes d’actifs,
c'est-a-dire, un passage de la zone position courte a la zone position longue. A part le fait que
de tels rééquilibrages ne sont pas soutenables a long-terme, ceci a I’avantage d’indiquer a I’in-
vestisseur la présence d’une certaine tendance sur certaines classes d’actifs. Et notamment, les-

quelles il faudrait éviter et lesquelles il faudrait considérer dans 1’horizon a venir.

Figure 13: Evolution de la composition du portefeuille 1 non-contraint
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Source : Notre propre analyse avec le logiciel Excel.
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Ce qui est intéressant de retenir a partir du graphique 12, ¢’est la stabilité relative de la compo-
sition de ce portefeuille. En effet, pour les 10 premiéres périodes la variation ne dépasse pas les
5% pour la plupart des benchmarks considérés (hormis la classe Corporate). Toutefois, 1’on
assiste & un renversement de la composition a partir de la 12°™ période, c'est-a-dire aprés une
année. Jusqu’ici, ce que nous pouvons dire, c’est que si cette nouvelle tendance persiste, il est
tout a fait commode de reconsidérer la composition du portefeuille a la lumiére d’une lecture
économique et financiére adéquates. Toutefois, puisque notre approche considére 1’évolution

de la volatilité, il serait plus commode de considérer d’autres portefeuilles a rendements

(risques) plus élevés.
o Portefeuille (2) contraint a rendement annuel objectif 2,2% :

Figure 14: Evolution de la composition du portefeuille 2 contraint
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Source : Notre propre analyse avec le logiciel Excel.

Comme nous pouvons le remarquer sur le graphique 13, cette démarche propose toujours des
portefeuilles concentrés. Méme si 1’on assiste a I’intégration de certaines classes d’actifs a la
8°me et 9°Me période, celle-ci est éphémére et reste négligeable en termes de poids accordés.

Par ailleurs, nous pouvons aussi remarquer que la composition affiche une importante variation
périodique, ce qui n’est pas soutenable dans le cadre d’une allocation stratégique. Bien que I’on
assiste a une certaine omniprésence du benchmark US 0-1, nous pouvons voir la disparition

brusque du benchmark Corporate et 1’apparition du benchmark US Agency 1-3 avec un poids
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conséquent & partir du 7°™ mois, et jusqu’a la fin de notre série (fin septembre 2017). Pour ce
qui est de la VaR-GARCH, nous pouvons voir qu’elle s’ajuste a chaque période indiquant ainsi

I’évolution du risque en termes de volatilité sur les marchés considérés.

o Portefeuille contraint a rendement annuel objectif 2,2% :

Figure 15: Evolution de la composition du portefeuille 2 non-contraint
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Source : Notre propre analyse avec le logiciel Excel.

A D’instar du portefeuille non-contraint précédent, ce portefeuille présente une meilleure diver-
sification pour un rendement annuel de 2,2% que le portefeuille contraint. En effet, il considére
les 9 classes d’actifs pour quasiment toutes les périodes. Toutefois, rappelons le grand incon-
vénient des positions courtes qu’il suggére. Ce qui est aussi remarquable, c’est la forte variation
de ses composantes. En effet, méme si vu ainsi, cette méthodologie nous permet de détecter des
tendances qui peuvent étre bénéfiques pour la phase de suivi du portefeuille politique, elle n’est
guere appropriée pour proposer une allocation stratégique en un point de donné de temps qui
présente un certain minium de stabilité pour un horizon raisonnable. Enfin, concernant la VaR-
GARCH, bien qu’elle affiche des valeurs moins importantes, elle renseigne sur un environne-

ment de risque qui fluctue quelque peu a I’instar de 1’approche contrainte. Ceci est d’une utilité
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non négligeable puisqu’a chaque période, 1’investisseur dispose du niveau de risque réel que
son portefeuille est en train de supporter.

Nous pouvons dire désormais que les importante variations des compositions suggérées par
cette méthode est une grande limite. En effet, cette variabilité d’un point de vue pratique se
présente comme une variable a minimiser di aux codts conséquents des rééquilibrages qu’elle
implique. L’idéal serait d’avoir des compositions qui varient d une fagon lisse, et dans un méme
sens, ce qui est loin d’étre le cas pour cette approche, qui en plus présente I’inconvénient de

proposer des portefeuilles hautement concentreés.

Conclusion :

Nous avons vu dans ce chapitre que pour estimer la matrice des covariances dyna-
miques il faut passer par différentes étapes au préalable. Nous avons donc étudié la normalité
et la stationnarité des séries étudiées pour pouvoir estimer les modeles en moyennes, en I'oc-
currence de type ARMA. Puis, a la lumiére de ces derniers, nous avons analysé les autocorré-
lations sérielles et partielles des résidus élevés au carré desdits modeles en recourant a cer-
tains tests recommandés par la littérature afin de détecter I'opportunité de procéder a une
modélisation adéquate de la volatilité. Nous avons présenté théoriqguement les modéles aux-
guels nous avons eu recours, puis hous avons procédé a leur estimation. Ceci fait, nous avons
pu calculer la VaR-GARCH selon cette approche et la comparer a d’autres méthodologies.
Nous avons trouvé |'évidence que celle-ci est plus approprié tel que suggéré par Engle (2002).
Par ailleurs, nous avons aussi trouvé que le recours aux modeles asymétriques fournit des
VaRs plus appropriées, en répondant correctement aux innovations négatives, en d’autres
termes, les mauvaises nouvelles, ce qui généralement appelé dans la littérature « I'effet de
levier ». Nous avons par la suite procédé a I'estimation des volatilités prévisionnelles sur des
observations hors-échantillon. Les résultats prévisionnels ont été satisfaisants et ont démon-
tré la supériorité de cette démarche par rapport a d’autres approches améliorées pour le cal-
cul de la VaR.

Par la suite, nous avons d{ recourir a I'estimation de la copule de Student qui nous a fourni
des résultats satisfaisants si nous les comparons aux distributions des corrélations historiques

(voir les annexes). 36 copules au total ont été estimées pour pouvoir procéder a la construc-
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tion de la matrice des covariances. Avant de continuer, nous avons aussi effectué une simula-
tion Monte-Carlo sur un portefeuille équipondéré en tant que test de robustesse pour valider
les modeéles de volatilité et le VaR ainsi calculée. Sur la base d’ nombre important de pas gé-
nérés (1000 pas), les résultats étaient satisfaisants et ont corroboré ce qui a été trouvé précé-
demment.

Enfin, nous avons pu effectuer au total 78 optimisations (dont 26 en annexe) en nous basant
sur les observations hors-échantillon. Ces derniéres ont été effectuées dans le cadre de I'ap-
proche moyenne-variance contrainte et non-contraintes pour différents niveaux de rende-
ments. Tel que suggéré dans la littérature, nous avons trouvé |'évidence que les compositions
présentent un niveau élevé de concentration et une importante sensibilité aux changements
des inputs. D’aprés nos résultats, cette sensibilité est une fonction croissante du couple risque
rendement. En effet, pour le portefeuille efficient a risque minimal, la variation des compo-
santes est a la rigueur acceptable. Toutefois, il apparait qu’a chaque pas de la matrice des
covariances, I'on assiste a une variation de plus en plus importante des composantes du por-
tefeuille (+/-5%) a chaque fois que I'on avance a la droite de la frontiere efficiente. Ce compor-
tement n’est pas commode, aussi bien d’un point de vue stratégique, que d’un point de vue
opérationnel. La raison est que cette variabilité induit des colts de rééquilibrage conséquents
et expose l'investisseur a d’autres familles de risque financier, notamment un risque de taux,
en cas de vente en « Mark-to-Market », et un risque de liquidité significatifs. De ce fait, nous
avons conclu que cette approche ne peut étre acceptable que pour de faibles niveaux de
risque/rendement (a I'extrémité gauche de la frontiére efficiente). Toutefois, si I'on vise des
portefeuilles plus risqués, cette approche ne pourrait, a la rigueur, que fournir une lecture
prospective et tendancielle sur les classes d’actifs candidates a considérer, mais en aucun cas

un portefeuille stable sur un horizon d’investissement stratégique.
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Conclusion générale

Dans le présent travail, nous nous sommes intéressés au processus de 1’allocation stra-
tégique d’actifs. Nous avons vu que ce dernier est la résultante de la confrontation des objectifs
et des contraintes de long-terme de I’investisseur avec sa lecture des conditions futures des
marchés. A partir de Ia, un portefeuille, dit politique, est construit afin de fixer une allocation
optimale a laquelle un investisseur « discipliné » doit se conformer afin d’atteindre ses objectifs
en termes de rendement et de risque. En effet, d’aprés Blake et al (1999) et différents travaux
dans la littérature, ce processus expliquerait jusqu’a 99,6% de la variation des rendements d’un
portefeuille. Nous avons aussi présenté les différentes méthodes d’optimisation pour la cons-
truction de la composition stratégique optimale, ainsi que leurs forces et faiblesses. Puis, pour
essayer de rendre ce processus plus intelligible, nous avons présenté le processus d’allocation
stratégique de la banque centrale de Tunisie, depuis la phase d’identification des obligations et
des contraintes, jusqu’a la phase d’implémentation de 1’allocation stratégique. En effet, ledit
processus livre in fine une recommandation qui permet a I’investisseur, au moyen d’une vision
en forward-looking sur les conditions de long-terme des marchés, d’avoir le meilleur rendement
possible sous la contrainte de son profil de risque. De ce fait, ¢’est I’attitude de I’investisseur
envers le risque qui est I’élément déterminant. Dés lors, une estimation correcte et réaliste dudit
risque s’ impose. Chemin faisant, nous avons introduit une mesure communément admise aussi
bien sur le plan théorique que pratique et méme sur le plan réglementaire pour le cas des entités
commerciales, en ’occurrence, la Value at Risk. Nous avons présenté les différents aspects
théoriques de ce concept, et les différents paradigmes de son calcul. Ces derniers étant déter-
minants pour la qualité des estimations de la VaR, ainsi que le contenu informationnel qu’elle
contient. En effet, ce contenu informationnel peut étre crucial pour un investisseur hautement
discipliné qui se conforme aux contraintes qu’il s’est fixées. Dans cette partie nous avons vu
que la VaR est un proxy qui allie probabilite et volatilité. Ces derniéres étant intimement liées
par la distribution sous-jacente a tout processus aléatoire, et notamment dans le cadre de 1’évo-
lution des prix et des rendements financiers. Ceci nous a conduits a considérer un cas pratique
qui analyse la nature des processus de certains benchmarks de titres a revenus fixes sur le mar-
ché US, afin de pouvoir effectuer un exercice d’allocation stratégique sur un portefeuille libellé

en dollar.
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De ce fait, nous avons choisi 9 benchmarks tels que construits par Merrill Lynch BoA, et nous
avons considéré une période de prés de 14 années, qui s’étale de début 2004 au troisiéme tri-
mestre de 2017. Nous avons, Vérifié que toutes ces séries étaient stationnaires, en recourant aux
tests de Dickey-Fuller et Phillips-Perron. Nous avons aussi effectué le Test Jarque-Bera qui a
rejeté I’hypotheése de normalité pour toutes les séries. Par la suite, nous avons pu ajuster un
modele ARMA pour chaque série afin de pallier au probléme d’autocorrélation sérielle et par-
tielle. Nous avons Vérifié ceci grace au test LM de Breusch-Godfrey. Toutefois, ces autocorré-
lations sérielles et partielles restaient toujours présentes quand nous avons consideré le carré
des résidus des modeles ARMA. Ceci suggérait I’existence d’un effet ARCH, ce qui a été con-
firmé par le test LM Engle. Nous avons alors pu ajuster, pour chaque série, un modele de la
famille ARCH que nous avons présenté plus haut. Dans cette phase, nous nous sommes référé
aux critéres d’information AIC et SIC ainsi qu’a la statistique Log-likelihood afin de choisir
nos modeéles. De plus, et puisque notre approche considere non seulement les volatilités des
séries, mais aussi leurs distributions de probabilité. Nous avons, donc, d’une part, considéré des
modeles qui répondent a certains critéres théoriques, en I’occurrence, des spécifications prenant
en compte des faits généralement avérés dans la réponse de volatilité, notamment, les effets
d’asymétrie et de magnitude, tout en enlevant les éventuels effets ARCH résiduels. D’autre
part, nous nous sommes assurés de I’acceptation de I’hypothése de normalité quant aux résidus
standardisés obtenus a partir desdits modeles. A partir de 1a, nous avons pu estimer avec une
assurance raisonnable la VVaR de chaque série. Nous avons procédé a la comparaison des résul-
tats de la VaR ainsi obtenue avec 1’approche historique et 1’approximation de Cornish-Fisher,
ainsi qu’une approche hybride combinant I’approche paramétrique Delta-Gamma a I’approche
de simulation historique en considérant non plus les rendements en tant que facteur de risque,
mais la variation des taux d’intérét tels qu’estimés par le mode¢le Nelson-Siegel. Nos résultats,
qui sont basés sur le nombre des violations, ont suggéré la supériorité globale de la VaR-
GARCH aux autres méthodes. De plus, cette approche est plus riche en contenu informationnel,
puisqu’elle refléte le niveau de volatilité effectivement présent sur le marché en temps opportun
et présente une capacité de prévision intéressante qui peut servir de base pour le développement
d’une vision en forward-looking dans le processus de 1’allocation stratégique d’actifs, ainsi que
dans la phase de suivi ex-post. Cela étant fait, nous avons procédé a I’estimation de la copule
de Student afin d’associer une distribution jointe a chaque couple présent dans notre échantil-
lon. Cette approche a I’avantage de garder les spécificités de la distribution marginale de chaque

série, tout en prenant en compte une structure de corrélation qui considere les variations con-

108



jointes des rendements lors des mouvements extrémes, qu’ils soient d’ailleurs positifs ou néga-
tifs. Ainsi, nous avons pu construire une matrice de variances-covariances dynamiques qui nous
a été par la suite indispensable pour effectuer les optimisations de portefeuilles. Mais avant de
passer auxdites optimisations, nous avons eu recours a la décomposition de Cholesky qui nous
a permis d’effectuer une simulation Monte-Carlo afin de nous assurer de la robustesse de nos
différentes specifications. Les résultats de ce test ont été satisfaisants, réitérant la validité de
I’approche VaR-GARCH dans ce contexte. Enfin, et dans le cadre de I’approche moyenne-
variance classique, nous avons pu conduire différentes constructions de portefeuilles en prenant
en compte le portefeuille efficient de variance minimale, et un autre portefeuille présentant un
couple risque/rendement plus élevé. Les résultats trouvés corroborent les critiques adressées a
cette approche dans la littérature. En effet, pour le portefeuille efficient a variance minimale,
nous avons eu des portefeuilles trés concentrés et négligeant la plupart des classes d’actifs, et
ce sans considérer I’effet dynamique de la volatilité. Cette concentration est d’autant plus ex-
primée dans le cadre contraint que dans le cadre non-contraint. Or, nous savons que I’approche
contrainte est celle qui est communément admise pour la construction des portefeuilles poli-
tiques. Quant a 1’aspect dynamique, nous avons trouvé que la variation des composantes du
portefeuille efficient a variance minimale n’a pas dépasseé le seuil de 5% pour les 11 premiers
mois des observations hors-échantillon considérées, et n’a affiché une variation de prés de 15%
qu’a la fin de ladite période, ce qui peut étre considéré comme orthodoxe dans le cadre de
I’allocation stratégique. En effet, celui-ci qui prévoit plus d’une révision de la composition du
portefeuille politique sur I’horizon d’une année. Toutefois, cette stabilité relative n’a pas été
veérifiée quand nous avons augmenté le couple risque/rendement objectif. Les résultats des op-
timisations ont suggéré une forte instabilité du contenu du portefeuille. Ceci est naturellement
incompatible avec un cadre stratégique de long-terme, hormis le fait que cela induit des codts
de transactions conséquents, ainsi que des risques supplémentaires a I’instar du risque de taux
et du risque de liquidité. Nous avons, par ailleurs, noté que pour le cas du portefeuille non-
contraint, la variation des composantes, quoiqu’importante, présente un aspect plus lisse en
termes de classes d’actifs considérées. En d’autres termes, ce portefeuille, par contraste, au
portefeuille contraint, présente 1’avantage d’afficher des tendances plus claires sur 1’horizon
analysé. Cela peut étre, tant soit peu, utile pour se forger une premiére idée sur les classes
d’actifs a considérer dans 1’avenir, et inversement les classes d’actifs a éviter, en se basant
naturellement sur une analyse économique et financiére plus fondée.

Cela étant dit, le présent travail n’a considéré que 1’approche moyenne-variance classique pour

procéder a la construction des portefeuilles. 1l serait intéressant de vérifier la méme approche
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sur des méthodes réputées plus stables, a I’instar de 1’approche bayésienne Black-Litterman et
ses différentes extensions et de 1’approche empirique de moyenne-variance rééchantillonnée.
Nous ajoutons, par ailleurs, que dans cette étude nous n’avons considéré le dynamisme que
pour la volatilité. Or, la réalité est que méme les corrélations entre les classes d’actifs présentent
un aspect dynamique et conditionnel. De ce fait, la prise en compte de cet effet, peut s’avérer
intéressante, en recourant éventuellement a I’approche Copula-GARCH proposée par Jondeau
et Rockinger (2006)”. En outre, il serait aussi intéressant de recourir aux modeles non linéaires
dynamiques qui sont en train de gagner en popularité dans le cadre d’allocation d’actifs. Nous
avons notamment en téte 1’approche Markov-Switching GARCH proposée par Simi (2013)"*

qui visait expressément 1’allocation stratégique d’actifs dynamique.

73 Eric Jondeau and Michael Rockinger, The Copula-GARCH model of conditional dependencies: An international
stock market application, 2006, Journal of International Money and Finance, Volume 25, Issue 5, August 2006,
Pages 827-853

74 Wei W. Simi, Strategic Asset Allocation and Markov Regime Switch with GARCH, 2013, Journal of Business
& Economic Studies, Vol. 19, No. 1, Spring 2013.
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Annexes :

résultats des estimations des modeles et des prévisions de la volatilité

4.5E-07

4.0E-07 |

3.5E-07

3.0E-07 |

2.5E-07 |

2.0E-07 4

1.5E-07 4

1.0E-07

Dependent Variable: USO_1

Method: ML - ARCH (Marquardt) - Normal distribution

Date: 11/15/17 Time: 13:07
Sample (adjusted): 2004M03 2016M08

Included observations: 150 after adjustments

Convergence achieved after 39 iterations

Bollerslev-Wooldridge robust standard errors & covariance

MA Backcast: 2004M01 2004M02

Presample variance: backcast (parameter = 0.7)
LOG(GARCH) = C(4) + C(5)*ABS(RESID(-1)/ @SQRT(GARCH(-1))) + C(6)

*LOG(GARCH(-1))

T T T T T T T T T T T T
M9 M10 M11 M12 M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9
2016 2017

T T T T T T T T T T T T
M9 M10 M11 M12 M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9
2016 2017

—— Forecast of Variance

Variable Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.

AR(1) 0.966800 0.027041 35.75361 0.0000

MA(1) -0.930261 0.113173 -8.219798 0.0000

MA(2) 0.262209 0.080960 3.238760 0.0012

Variance Equation

C(4) -0.922701 0.393427 -2.345293 0.0190

C(5) 0.622720 0.117549 5.297541 0.0000

C(6) 0.969718 0.023304 41.61113 0.0000

R-squared 0.702534 Mean dependent var 0.001280

Adjusted R-squared 0.698487 S.D. dependent var 0.001680

S.E. of regression 0.000923 Akaike info criterion -12.25394

Sum squared resid 0.000125 Schwarz criterion -12.13351

Log likelihood 925.0452 Hannan-Quinn criter. -12.20501

Durbin-Watson stat 1.280495
Inverted AR Roots .97
Inverted MA Roots A47-.21i AT7+.21i
.003
Forecast: USO_1F
002 Actual: USO_1
B Forecast sample: 2016M09 2017M09
Included observations: 13

0014 Root Mean Squared Error  0.000423
W Mean Absolute Error 0.000333
-000 Mean Abs. Percent Error  140.1668
R Theil Inequality Coefficient 0.373805
S001 ] e T Bias Proportion 0.133576
Variance Proportion 0.380965
002 Covariance Proportion  0.485459
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Annexes : résultats des estimations des modeles et des prévisions de la volatilité

Dependent Variable: US1_3

Method: ML - ARCH

Date: 10/29/17 Time: 14:42

Sample: 2004M02 2016M08

Included observations: 151

Convergence achieved after 27 iterations

Presample variance: backcast (parameter = 0.7)

LOG(GARCH) = C(2) + C(3)*ABS(RESID(-1)/ @SQRT(GARCH(-1))) + C(4)
*RESID(-1)/ @SQRT(GARCH(-1)) + C(5)*LOG(GARCH(-1))

Variable Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.

C 0.000974 0.000220 4.426439 0.0000

Variance Equation

C(2) -1.394007 0.700098 -1.991159 0.0465

C(3) 0.271934 0.124429 2.185457 0.0289

C(4) 0.194899 0.103037 1.891549 0.0586

C(5) 0.901638 0.057001 15.81788 0.0000
R-squared -0.051970 Mean dependent var 0.001829
Adjusted R-squared -0.051970 S.D. dependent var 0.003766
S.E. of regression 0.003863 Akaike info criterion -8.721159
Sum squared resid 0.002238 Schwarz criterion -8.621249
Log likelihood 663.4475 Hannan-Quinn criter. -8.680570
Durbin-Watson stat 1.424346

.008

. Forecast: US1_3F
0064 e Actual: US1_3
004 T Forecast sample: 2016M09 2017M09
Included observations: 13
.002 4 Root Mean Squared Error  0.001765
000 | Mean Absolute Error 0.001192
’ Mean Abs. Percent Error 105.5274
-.002 | o Theil Inequality Coefficient 0.674576
- Bias Proportion 0.157524
~0044 Variance Proportion NA
006 — Covariance Proportion ~ NA
M9 M10 M11 M12 ML M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9
2016 2017
—— US1_3F —— +2SE

.000008

.000007

.000006 4

.000005

.000004 |

.000003 |

.000002

T T T T T T T T T T T T
M9 M10 M11 M12 M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9
2016 2017

—— Forecast of Variance
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Annexes : résultats des estimations des modeles et des prévisions de la volatilité

Dependent Variable: US3_5

Method: ML - ARCH

Date: 10/29/17 Time: 14:52

Sample: 2004M02 2016M08

Included observations: 151
Convergence achieved after 13 iterations

Presample variance: backcast (parameter = 0.7)
LOG(GARCH) = C(2) + C(3)*ABS(RESID(-1)/ @SQRT(GARCH(-1))) + C(4)
*RESID(-1)/ @SQRT(GARCH(-1)) + C(5)*LOG(GARCH(-1))

Variable Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
C 0.003260 0.000657 4.965317 0.0000
Variance Equation

C(2) -1.094282 0.446899 -2.448613 0.0143
C(3) -0.181310 0.081852 -2.215104 0.0268
C(4) 0.271440 0.075728 3.584407 0.0003
C(5) 0.871251 0.047934 18.17596 0.0000
R-squared -0.000635 Mean dependent var 0.003030
Adjusted R-squared -0.000635 S.D. dependent var 0.009154
S.E. of regression 0.009157 Akaike info criterion -6.691399
Sum squared resid 0.012578 Schwarz criterion -6.591489
Log likelihood 510.2006 Hannan-Quinn criter. -6.650810

Durbin-Watson stat 1.798054

.02

01| et

.00 |

-.014

-.02

T T T T T T T T T T T T
M9 M10 M11 M12 M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9
2016 2017

.00006

Forecast: US3_5F

Actual: US3 5

Forecast sample: 2016M09 2017M09

Included observations: 13

Root Mean Squared Error  0.006593

Mean Absolute Error 0.004229

Mean Abs. Percent Error 254.5334

Theil Inequality Coefficient 0.740657
Bias Proportion 0.268361
Variance Proportion NA
Covariance Proportion  NA

.00005 -|

.00004 -|

.00003 -|

.00002 |

.00001

T T T T T T T T T T T T
M9 M10 M11 M12 M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9
2016 2017

—— Forecast of Variance
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Annexes : résultats des estimations des modeles et des prévisions de la volatilité

Dependent Variable: US5_7

Method: ML - ARCH

Date: 10/29/17 Time: 14:57

Sample: 2004M02 2016M08

Included observations: 151
Convergence achieved after 19 iterations

Presample variance: backcast (parameter = 0.7)
LOG(GARCH) = C(2) + C(3)*ABS(RESID(-1)/ @SQRT(GARCH(-1))) + C(4)
*RESID(-1)/ @SQRT(GARCH(-1)) + C(5)*LOG(GARCH(-1))

Variable Coefficient

Std. Error

z-Statistic Prob.

C 0.003838

0.001056

3.635182 0.0003

Variance Equation

C(2) -0.527612 0.315610 -1.671718 0.0946

C@3) -0.156458 0.073551 -2.127203 0.0334

C(4) 0.213063 0.073833 2.885757 0.0039

C(5) 0.926744 0.039956 23.19420 0.0000
R-squared -0.000000 Mean dependent var 0.003838
Adjusted R-squared -0.000000 S.D. dependent var 0.013157
S.E. of regression 0.013157 Akaike info criterion -5.886641
Sum squared resid 0.025967 Schwarz criterion -5.786731
Log likelihood 449.4414 Hannan-Quinn criter. -5.846052
Durbin-Watson stat 1.886091

.03

.02 |

.01 |

.00 |

-.01 |

-.02

— T T T T T T T T T T
M9 M10 M11 M12 M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9
2016 2017

.00014

Forecast: US5_7F

Actual: US5_7

Forecast sample: 2016M09 2017M09

Included observations: 13

Root Mean Squared Error  0.010885

Mean Absolute Error 0.007108

Mean Abs. Percent Error 189.3735

Theil Inequality Coefficient 0.795168
Bias Proportion 0.187457
Variance Proportion NA
Covariance Proportion ~ NA

.00012 |

.00010 -|

.00008 -|

.00006 -|

.00004 -|

.00002

T T T T T T T T T T T T
M9 M10 M11 M12 M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9
2016 2017

—— Forecast of Variance
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Annexes : résultats des estimations des modeles et des prévisions de la volatilité

Dependent Variable: US7_10
Method: ML - ARCH

Date: 11/15/17 Time: 16:54

Sample: 2004M02 2016M08

Included observations: 151

Convergence achieved after 10 iterations

Bollerslev-Wooldridge robust standard errors & covariance

Presample variance: backcast (parameter = 0.7)

GARCH = C(2) + C(3)*RESID(-1)*2 + C(4)*RESID(-1)"2*(RESID(-1)<0) +

C(5)*GARCH(-1)

Variable Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
C 0.004129 0.001309 3.155502 0.0016
Variance Equation

C 1.71E-05 9.33E-06 1.833830 0.0667
RESID(-1)"2 0.073799 0.021293 3.465854 0.0005
RESID(-1)"2*(RESID(-1)<0)  -0.264278 0.044020 -6.003586 0.0000
GARCH(-1) 0.990991 0.024118 41.08929 0.0000
R-squared -0.000509 Mean dependent var 0.004531
Adjusted R-squared -0.000509 S.D. dependent var 0.017893
S.E. of regression 0.017898 Akaike info criterion -5.264175
Sum squared resid 0.048050 Schwarz criterion -5.164265
Log likelihood 402.4452 Hannan-Quinn criter. -5.223586

Durbin-Watson stat 1.918343

.06

.04

.02 |

Forecast: US7_10F
Actual: US7_10

Mean Absolute Error

.00+

-.024

-.04 f—me” -

Bias Proportion

T T T T T T T T T T T T
M9 M10 M11 M12 M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9

2016 2017

Mean Abs. Percent Error
Theil Inequality Coefficient

Variance Proportion
Covariance Proportion ~ NA

Forecast sample: 2016M09 2017M09
Included observations: 13
Root Mean Squared Error

0.015088
0.010164
313.2713
0.837264
0.172361
NA

.0005

.0004 |

.0003 |

.0002 |

.0001 |

.0000

T T T T T T T T T T T T
M9 M10 M11 M12 M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9

2016 2017

—— Forecast of Variance
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Annexes : résultats des estimations des modeles et des prévisions de la volatilité

Dependent Variable: TIPS1_5

Method: ML - ARCH

Date: 10/29/17 Time: 15:46

Sample: 2004M02 2016M08

Included observations: 151

Convergence achieved after 120 iterations

Presample variance: backcast (parameter = 0.7)

LOG(GARCH) = C(1) + C(2)*ABS(RESID(-1)/ @SQRT(GARCH(-1))) + C(3)
*RESID(-1)/ @SQRT(GARCH(-1)) + C(4)*LOG(GARCH(-1))

Variable Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.

Variance Equation

C(1) -2.266313 0.795235 -2.849865 0.0044

C(2) 0.825895 0.152782 5.405699 0.0000

C(3) -0.228091 0.079679 -2.862612 0.0042

C(4) 0.824084 0.080554 10.23027 0.0000
R-squared -0.070046 Mean dependent var 0.002501
Adjusted R-squared -0.062960 S.D. dependent var 0.009480
S.E. of regression 0.009774  Akaike info criterion -6.677946
Sum squared resid 0.014425 Schwarz criterion -6.598018
Log likelihood 508.1849 Hannan-Quinn criter. -6.645475
Durbin-Watson stat 1.607185

.02

Forecast: TIPS1_5F
SN TN Actual: TIPS1_5
o1 - ’ S~ /ST Forecast sample: 2016M02 2017M09
Included observations: 20
Root Mean Squared Error  0.004864
004 Mean Absolute Error 0.003571
Mean Abs. Percent Error ~ 100.0000
Theil Inequality Coefficient 1.000000

-.014

Bias Proportion 0.100632
Variance Proportion NA
02 Covariance Proportion ~ NA
| I 1] Y | I 1]
2016 2017
—— TIPS1_5F - +2SE
.00008
.00007 -
.00006 -
.00005 -|
,00004 |
.00003 -
.00002 -
.00001 ; —
| I n Y | I 1]
2016 2017
—— Forecast of Variance
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Annexes : résultats des estimations des modeles et des prévisions de la volatilité

Dependent Variable: US_AGEN_1 3
Method: ML - ARCH (Marquardt) - Normal distribution

Date: 11/13/17 Time: 22:30

Sample (adjusted): 2004M05 2016M08
Included observations: 148 after adjustments
Convergence achieved after 117 iterations

MA Backcast: 2004M02 2004M04

Presample variance: backcast (parameter = 0.7)
LOG(GARCH) = C(4) + C(5)*ABS(RESID(-1)/ @SQRT(GARCH(-1))) + C(6)

*LOG(GARCH(-1))

Variable Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
C 0.000920 0.000166 5.539071 0.0000
AR(3) -0.634770 0.096413 -6.583839 0.0000
MA(3) 0.833778 0.066206 12.59368 0.0000
Variance Equation
C(4) -0.581035 0.244598 -2.375472 0.0175
C(5) 0.435745 0.112828 3.862041 0.0001
C(6) 0.979729 0.017974 54.50729 0.0000
R-squared -0.031960 Mean dependent var 0.002059
Adjusted R-squared -0.046194 S.D. dependent var 0.003511
S.E. of regression 0.003591 Akaike info criterion -8.964449
Sum squared resid 0.001869 Schwarz criterion -8.842940
Log likelihood 669.3692 Hannan-Quinn criter. -8.915080
Durbin-Watson stat 1.415961
Inverted AR Roots A3+.74i A3-74i -.86
Inverted MA Roots AT7+.82i AT7-.82i -.94

.008

.004

004 T P

-.008

Forecast: US_AGEN_1_F
Actual: US_AGEN_1_3

Included observations: 13
Root Mean Squared Error
Mean Absolute Error
Mean Abs. Percent Error
Theil Inequality Coefficient
Bias Proportion
Variance Proportion
Covariance Proportion

T T T T T T T T T T T T
M9 M10 M11 M12 M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9

2016 2017

— US_AGEN_1_F - +2SE

.000009

Forecast sample: 2016M09 2017M09

0.001787
0.001385
269.1792
0.665827
0.034268
0.274933
0.690800

.000008 |

.000007 A

.000006 |

.000005 |

.000004 |

.000003 |

.000002

T T T T T T T T T T T T
M9 M10 M11 M12 M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9

2016 2017

—— Forecast of Variance
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Annexes : résultats des estimations des modeles et des prévisions de la volatilité

Dependent Variable: USMBS

Method: ML - ARCH (Marquardt) - Normal distribution
Date: 11/15/17 Time: 18:23

Sample: 2004M02 2016M08

Included observations: 151

Convergence achieved after 21 iterations

Presample variance: backcast (parameter = 0.7)
GARCH = C(2) + C(3)*RESID(-1)"2 + C(4)*GARCH(-1)

Variable Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.

C 0.003400 0.000547 6.213732 0.0000

Variance Equation

C 5.59E-05 1.01E-05 5.557298 0.0000
RESID(-1)"2 0.234181 0.071140 3.291814 0.0010
GARCH(-1) -0.284650 0.110986 -2.564747 0.0103

R-squared -0.001694 Mean dependent var 0.003704
Adjusted R-squared -0.001694 S.D. dependent var 0.007398
S.E. of regression 0.007405 Akaike info criterion -7.013369
Sum squared resid 0.008224 Schwarz criterion -6.933441
Log likelihood 533.5094 Hannan-Quinn criter. -6.980898
Durbin-Watson stat 1.932606

.03

Forecast: USMBSF
02 Actual: USMBS

"""" o T T Forecast sample: 2016M09 2017M09

.01 - i Included observations: 13
Root Mean Squared Error  0.006919
004 Mean Absolute Error 0.004863

Mean Abs. Percent Error ~ 354.0713

Theil Inequality Coefficient 0.715073
Bias Proportion 0.181490
Variance Proportion NA
Covariance Proportion ~ NA

-01 e AN g —

-.024

-.03

T T T T T T T T T T T T
M9 M10 M11 M12 M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9
2016 2017

.00016

.00012 |

.00008 -|

.00004 -|

.00000

T T T T T T T T T T T T
M9 M10 M11 M12 M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9
2016 2017

—— Forecast of Variance
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Annexes :

résultats des estimations des modeles et des prévisions de la volatilité

.000020

.000016 -

.000012

.000008 -

.000004

.000000

012
.008
.004
.000

-.004 ) e -

-.008

Dependent Variable: AAA1_3

Method: ML - ARCH

Date: 10/29/17 Time: 15:45

Sample: 2004M02 2016M08

Included observations: 151
Convergence achieved after 41 iterations

Presample variance: backcast (parameter = 0.7)
Q =C(2) + C(3)*(Q(-1) - C(2)) + C(4)*(RESID(-1)"2 - GARCH(-1))
GARCH = Q + (C(5) + C(6)*(RESID(-1)<0))*(RESID(-1)"2 - Q(-1)) + C(7)

*(GARCH(-1) - Q(-1))

Variable Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
C 0.001199 0.000226 5.313883 0.0000
Variance Equation

C(2) 0.000356 0.001666 0.213669 0.8308
C(3) 0.999081 0.004686 213.2159 0.0000
C(4) 0.229924 0.059788 3.845633 0.0001
C(5) -0.216000 0.048003 -4.499718 0.0000
C(6) 0.488460 0.140817 3.468750 0.0005
C(7) 0.827531 0.155930 5.307083 0.0000
R-squared -0.044044 Mean dependent var 0.002328
Adjusted R-squared -0.044044 S.D. dependent var 0.005396
S.E. of regression 0.005514 Akaike info criterion -8.204202
Sum squared resid 0.004560 Schwarz criterion -8.064328
Log likelihood 626.4172 Hannan-Quinn criter. -8.147378

Durbin-Watson stat 1.645893

T T T T T T T T T T T T
M9 M10 M11 M12 M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9
2016 2017

T T T T T T T T T T T T
M9 M10 M11 M12 M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9
2016 2017

—— Forecast of Variance

Forecast: AAA1_3F

Actual: AAA1_3

Forecast sample: 2016M09 2017M09

Included observations: 13

Root Mean Squared Error

Mean Absolute Error

Mean Abs. Percent Error

Theil Inequality Coefficient 0.602970
Bias Proportion 0.063864
Variance Proportion NA
Covariance Proportion ~ NA

0.001926
0.001414
166.1352
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Annexes : résultats des estimations des copules (Student) et exemple graphique

Matrice des corrélations

USO-1 US1-3 US3-5 US5-7 US7-10 TIPS1-5 USAgcy USMBS  Corp
USO-1 1 0,4085 0,3245 0,5134 10,3876  0,6186 0,466  0,5977 0,3701
Us1-3 0,4085 1 09338 0,6895 0,4759 0,8422 0,9662  0,7951  0,8257
US3-5 0,3245 0,9338 1 0,6073 10,4208 0,7397 0,872  0,7103  0,8075
US5-7 0,5134 0,6895 0,6073 1 0,67 08132 0,7542 0,8289 0,6345
US7-10 0,3876 0,4759 0,4208 0,67 1 05745 055386 05708 0,4941
TIPS1-5 0,6186 0,8422 0,7397 0,8132 0,5745 1 09056 09074 0,7234
US Agcy 0,466 0,9662 0,872 0,7542 0,5386  0,9056 1 08456 0,8161
UsSMBS 05977 0,7951 0,7103 0,8289 0,5708 0,9074  0,8456 10,7453
Corp 0,3701 0,8257 0,8075 0,6345 0,4941 0,7234 0,8161  0,7453 1

Degreés de liberté des copules bivariées

US0-1 US1-3 US3-5 US5-7 US7-10 TIPS1-5 US Agcy US MBS Corp
USo-1 1
US1-3 9,0137 1
US3-5  386,6692 15171000 1
US5-7 43153  8,1105  6,0484 1
US7-10  3,0583  8,3953  6,6253 6,5927 1
TIPS1-5 3,2211 655320 213,9368 2,6745 4,4181 1
US Agcy  7,7995 7,069 13,5956 5,6424 5,0997 33,3148 1
USMBS 84806 10,6002 15,3012 5,6094 8,602 6,3483 29,1502 1
Corp 7,7335 12,7452 3396500 5,7309 5,3736 6,3519 53033 58209 1

1¢re étape : ajustement du processus
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Annexes : resultats des estimations des copules (Student) et exemple graphique

2¢me étape : uniformisation

3¢me étape : simulation de 1000 pas
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Annexes : résultats des estimations des copules (Student) et exemple graphique

4%me étape : retour a la distribution spécifiée

rs011

5eéme étape : visualisation de la densité de probabilité
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Annexes : évolution des variations du portefeuille 1 et présentation du portefeuille 3

Variations des compositions des portefeuilles a variance minimale :

Variation des composantes du portefeuille contraint

501 e=U3ApCY1-3 e===USMBS esss=CorpAAA1-3 —esss=Cash

15,0%

10,0%

5,0%

0,0%

-5,0%

-10,0%

15,0%
1 3 5 7 9 11 13
Variations des composantes du portefeuille non-contraint
mm==|]50-1 e=—=51-3 e==|53-5 e==U55-7 e==|J57-10 =—TP51-5 e—lgApcyl-3 e——5MBS e=CorpAAAIL-3
20,05

15,0%

10,0%

5,0%

0,0%

-5,0%

-10,0%

-20,0%
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Annexes : évolution des variations du portefeuille 1 et présentation du portefeuille 3

Evolution des compositions des portefeuilles (3) a rendement 2,5% :

90,0%

£0,0%
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EVOLUTION DE LA COMPOSITION DU PORTEFEUILLE CONTRAINT (2,5%)
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e USO-1 meew US1-3 s US3-5 ¢

Evolution de la composition du portefeuille NC (2,5%)
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Annexes : évolution des variations du portefeuille 1 et présentation du portefeuille 3

Variations des compositions des portefeuilles 3 a rendement 2,5% :

Variation des composantes du portefeuille contraint (2,5%)
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